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Capitulo

REDES RESISTIVAS SIMPLES

1.1. Introducciéon

En este capitulo se desarrollan ejemplos de analisis de redes resistivas. Llamamos
redes resistivas a aquellas que resultan de la interconexién de fuentes independien-
tes y de componentes cuyo Tercer Postulado se puede definir como una relacién
algebraica lineal entre tensiones y corrientes. Asi, nuestras redes en este capitulo es-
tardn conformadas exclusivamente por fuentes independientes, fuentes controladas
lineales y resistores lineales.

La idea principal es mostrar como se pueden aplicar la ley de corrientes de
Kirchoff (LCK), la ley de voltajes de Kirchoff (LVK) y el Tercer Postulado, de
una forma mas bien intuitiva pero de forma tal que se logre construir un modelo
algebraico (sin derivadas ni integrales) lineal para la red. Este modelo debe ser
consistente (igual niimero de ecuaciones independientes que incdgnitas), y ademds
debe permitir, a través de su solucién, que permita calcular todas las corrientes y
tensiones en ellas.

Un segundo foco de interés en estos problemas es afirmar los conceptos de
potencia y energia en redes eléctricas, poniendo énfasis en el equilibrio de potencias
instantdneas y en la direccién en que la potencia es transferida (potencia entregada
y potencia recibida).

Un subproducto de este estudio, a través de ejemplos, es familiarizar al estudiante
con ciertas redes que aparecen a menudo en el andlisis de sistemas eléctricos. Las
mas interesantes son el divisor de tensiones y el divisor de corrientes.

Para que el estudiante pueda obtener el maximo provecho de este estudio, se
requiere que esté familiarizado con las variables basicas (tensién, corriente, potencia
instantdnea y energia), asi como con notacién y orientacién de variables.



Estas leyes suponen que la red
es concentrada, por lo que a
partir de estos tres postulados
se pueden deducir la
conservacion de la energia, y
el equilibrio de potencias
instantdneas (teorema de
Tellegen,)
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1.2. Redes Resistivas de tres componentes

1.2.1. Divisor de Tension

Problema 1.1.
Considere la red resistiva de la figura, se trata de analizarla dada una fuente
de alimentacién sinusoidal, con los datos que se indican.

VR, (t)
: WWA
i) R Ry = 2000[Q]
i R VR, () R> = 3000[Q)]
() vilt) R; = EOOO[Q]
er(t) R, Ve, ) er(t) = Esen(wt)[V]

Utilizando E =10y w = 2[rad s~ '], calcule
1.1.1 i(t), vt > 0.
1.1.2 vg, (t), vr,(t) ¥ VRS(’[), vt > 0.

1.1.3 La potencia instantanea en cada elemento de la red, y muestre que se
cumple el teorema de Tellegen.

Solucion

Para tener una visén general del problema a tratar, es conveniente plantear
las ecuaciones necesarias, en primera instancia, para verificar que el modelo ma-
tematico planteado es consistente con la realidad fisica del problema a tratar.
Para ello se deben plantear las ecuaciones correspondientes a la Ley de Corrien-
tes de Kirchoff (LCK), Ley de Voltajes de Kirchoff (LVK) y Ley de componentes
(tercer postulado).

Dada la red bajo analisis se deduce, por LCK, que la corriente es la misma
por todos los componentes. Por su parte, la LVK entrega la siguiente relaciéon
para los voltajes de los cuatro componentes

3
ve(t) = > ve, (1), (1.1)
k=1

y a su vez la Ley de Componentes nos dice que
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ve(t) = ef(t), VR, (t) = Rii(t), (1.2)

parak =1, 2 3.

Asi, al reducir el sistema de ecuaciones, reemplazando en (1.1) las relaciones
anteriores, se llega a la expresién que determina la corriente en funcién del
voltaje de la fuente de alimentacién y los componentes resistivos

i(t) = ve(t)

= 7 1.3
Ri + Rz +R3’ (1:3)

obteniéndose una expresién para la corriente, cuando la excitacion de la red
es una senal sinusoidal

~

_ E
Ry +Ry+R;3

Reemplazando en (1.4) los valores numéricos dados para los componentes de
la red, se obtiene finalmente el valor para la corriente ¥Vt > 0.

i(t) sen(wt). (1.4)

i(t) =1 x 1073 sen(2t) [A] = sen(2t) [mA]. (1.5)
De la expresién literal obtenida en (1.4), se puede comentar lo siguiente:

= Por estar todas las componentes resistivas en serie, se puede notar que el
denominador de esta expresion considera el equivalente resistivo de la red
conectada a la fuente de alimentacion.

= Se debe notar que, a diferencia de los componentes capaces de almacenar
energfa como condensadores e inductores, la magnitud de la corriente (va-
lor maximo) es independiente de la frecuencia de la sefial de exitacién de
la red, y solo depende de la magnitud de ésta, y del valor que tengan los
demas componentes.

= Se observa también la relacién lineal que existe entre la tension y la co-
rriente, por lo que se espera que bajo cualquier cambio en la fuente de
alimentacién, la corriente serd una combinacién lineal de ésta.

Sabiendo el valor de la corriente, es facil calcular la tensién en cada uno
de los resistores, ya que ésta es la misma para todos los componentes de la
red. Considerando esto, y utilizando la ecuacién de tercer postulado para cada
resistor se obtiene que el voltaje en ellos estd determinado por

ve(t)

t) =Rei(t) =Ry —————
VRk() K i(t) kR1+R2+R3’

(1.6)

parai=1, 2, 3..
De la expresién (1.6) se puede comentar lo siguiente:

La expresion literal (1.4)
obtenida para la corriente, es
independiente del tipo de
fuente de alimentacion
utilizada, sea ésta constante,
variable, o combinacion de
ambas.
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= La relacién de voltajes obtenida en (1.6), es conocida como Divisor de La relacion obtenida parc
Tensién, donde se observa que la tensién en cada resistor es una ponde- divisor de tension, es exc
racién de la entregada por la fuente de alimentacién, y para la cuales se para redes (0 subredes) d
cumple que sus componentes resistivc

VR, (t) :sz(t) L VR, (t) = Ry : Ry : Rs estdn en serie.
= El resultado obtenido para el divisor de tensién, se puede interpretar co-
mo una ley natural donde la tensién se divide con el fin de minimizar la

potencia disipada en los elementos de la red. Esto se puede demostrar si
consideramos la red sencilla

Ry v (t)

R2 va(t)

para la cual, la potencia total del conjunto estd dada por

i) va ()2 w02 () — v ()2
P ==F—*+=%, ~x * R,

utilizando la LVK.
Calculando la derivada parcial de p(t) respecto a v;(t) e igualando ésta a
cero, para buscar un punto minimo de la funcién de potencia, se obtiene

op(t) _ 2vs n —2(v(t) —v1 (1))
ovi(t) Ry R2

Ry
t) = t)————
vi(t) v()R1—|—R2

Para saber si esta solucién representa un punto minimo, calculamos la
segunda derivada parcial de p(t) respecto a vq(t)

(1.7)

azp(t) _ Ri+R
vi(t)2 T RRy

la cual es siempre mayor que cero, lo que corrobora que (1.7) es un minimo
de la funcién de potencia total. De igual forma se puede realizar el cdlculo
considerando la derivada parcial de p(t) respecto a v2(t), con lo que se
obtiene la solucién para la tension en Ry.

Por lo tanto, se demuestra asi que la tensién se divide para minimizar la
potencia total de la red.
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De esta forma, reemplazando los valores numéricos de las componentes se
obtiene

Vg, (t) = 2sen(2t) [V] (1.8a)
VR, (t) = 3sen(2t) [V] (1.8b)
VR, (t) =5sen(2t) [V] (1.8¢)

Para responder al tercer punto, es util haber calculado la tensién y la co-
rriente en cada componente del circuito. Considerando que estas variables tienen
la forma (correspondientes a (1.5) y (1.8))

i(t) :Tsen(wt) VR, (t) = Vg, sen(wt)

la potencia instantanea recibida por cada resistor esta dada por

~ o~

PRy (£) = Vi, (1)i(t) = 5= — B2 cos2w0t), (1.9)

De forma similar, la potencia entregada por la fuente estd dada por

Py, (B) =ve(B)i(t) = % — % cos(2wt). (1.10)

En (1.9) y (1.10) se observa que en todos los componentes existe un término
constante (correspondiente a la potencia media) y otro oscilatorio, pero que
en ningin caso el valor instantdneo de la potencia es menor a cero, lo cual
es totalmente coherente con el hecho que en esta red hay solo elementos de
disipacién de energfa (resistores).

Observe también, que en ambos casos el calculo de la potencia se realizé de
la misma forma, sin embargo es necesario destacar que en el caso de la fuente
de alimentacion, el calculo realizado corresponde a la potencia entregada por la
fuente dado que las referencias para la senal de tensién y corriente no estan en
referencia combinada.

Considerando los resultados obtenidos en (1.9) y (1.10) se puede mostrar
la equivalencia entre la potencia entregada por la fuente y la recibida por los
resistores (teorema de Tellegen) , tomando en cuenta que se debe cumplir

p\)f(t) :pR,(t)+PRZ(t)+pR3(t)- (111)
Reemplazando (1.9) y (1.10) en (1.11), y considerando las ecuaciones de
tercer postulado para los resistores, se obtiene

Fi— Eicos(Zwt) =1Ry +Ry + Rg)f—/{(l% + Ry + Rgﬁcos(Zwt) ,  (1.12)

E E
lo cual muestra el equilibrio de potencias instantdneas enunciado en el teorema
de Tellegen.
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Errores

Dada la simplicidad de la red, la mayor parte de los errores que se cometen,
son de tipo conceptual. Senalamos a continuacién aquellos més frecuentes.

Error 1 Errores en la formulacion de LVK.

Error 2 Error en el célculo de la potencia entregada (o recibida) en algin com-
ponente, debido a la utilizacion de referencias erréneas para las variables
de tension y corriente. Este error puede ser corregido considerando las si-
guientes referencias al realizar el calculo de potencia en algiin componente

i(t)
|::| v(t) precibida(t) :V(t)i(t)
pentregada(t) = —v(t)i(t)
i(t)
|::| v(t) Precibidal(t) = —v(t)i(t)
pentregada(t) :V(t)i(t)

Error 3 Extender la idea de linealidad que se puede aplicar al célculo de ten-
siones y corrientes en el caso de resistores, al cdlculo de potencias. Esto
se puede explicar, ya que en el caso de estos componentes, la ley de com-
ponentes expresa una relacién lineal entre la tensién y la corriente . Sin
embargo para el cilculo de la potencia, se realiza el producto de estas
dos variables, introduciendo asi la no linealidad. Esto se puede observar
suponiendo la variable de corriente, i(t) = ia, para un resistor (R) donde
su potencia instantanea estd dada por

pr(t) =1iiR. (1.13)

Si ahora consideramos i(t) = ia +1p, la potencia instantédnea en el resistor
sera

pr(t) =i4R +2iaigR + ijR. (1.14)

Con ésto se observa la presencia de la no linealidad en el cédlculo de la
potencia, considerando entonces

pr(t) # AR+ 1GR, (1.15)

que seria el resultado al aplicar, erréneamente, la linealidad en el célculo
de la potencia.
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Una variante de interés

Suponga la misma red, con los mismos datos para los resistores, pero con la
siguiente modificacién en la fuente de alimentacién

E(t) = Eo + E sen(wt), (1.16)

donde E, = 10 [V].
La solucién a esta variante pasa por notar que en (1.4) aparece un término
constante en la expresién que determina la corriente, obteniéndose entonces

~

B Eo L E

Ry +R2+R3 Ry +Ry+R3
Considerando esto, se puede deducir que las tensiones para cada resistor

también considerardn la adicién de un término constante al ya existente, lo cual

se puede observar reemplazando la nueva senal de excitacién en (1.6), con lo
que se obtiene

i(t) sen(wt). (1.17)

Ry Eo R E

= sen(wt). 1.18
Ri4+R>+R3 Ry +Ry+R;3 (wt) ( )

VR, (1)

Posteriormente, el calculo de las potencias para cada elemento se desarrolla
de forma similar a (1.9) y (1.10), obteniéndose para este caso la potencia disipada
por cada resistor como

Ry Eo E R E2 Ry E2
+2°K 70 “sen(wt) + —% K

_ ReE N
RZ, Req 2RZ,  2RZ,

PR, (1) =

cos(2wt). (1.19)

De igual forma, se obtiene la potencia entregada por la fuente

E2  _E.E E2 E2
= +2 sen(wt) + —— — =——
RZ, " “Req 2Req  2RZ,

PR (t) cos(2wt), (1.20)

donde se ha utilizado la equivalencia

3
Req =) Ru.
k=1

Note que en el cdlculo de las potencias instantdneas para todos los elementos,
aparecen nuevos términos que muestran la no linealidad en el calculo de potencia
respecto a las variables de tensién y corriente. Esto concuerda con lo discutido
en la seccion de errores, donde se mostro el origen de estos términos adicionales.

Finalmente, al considerar el equilibrio de potencias instantdanea enunciado
en (1.11), reemplazando (1.19) y (1.20) se obtiene la igualdad deseada.




Dos o mds componentes estdn
en paralelo si y solo si siempre
tienen la misma tension.
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1.2.2. Divisor de Corriente

Problema 1.2.

Aligual que el problema 1.1, la red de la figura contiene tres elementos resistivos.
Sin embargo, la fuente de alimentacién de esta red corresponde a una fuente de
corriente independiente. Al analizar esta red, se obtendra relaciones conocidas
para las corrientes en los distintos componentes.

. . . Ry = 2000[Q]
(1) Yialt)  Yis(t) Rlzsooom]

1
gD vilt) g, % Rz% Ry % R3 = 5000[0)]

ig( it (1) :Tsen(wt)[mA]

Utilizando T=10 y w = 2 [rad s—'], calcule
1.2.1 vi(t), Vt > 0.
1.2.2 i;(t), i2(t), 13(t), Vt > 0.

1.2.3 Muestre que las potencias instantdneas en Ry, Ry y R3 se relacionan segin

PR, (t) : pr,(t) : pr,(t) = R2R3 : R1R3 : R1R;

Solucion

Para resolver este problema es necesario considerar nuevamente la utilizacién
de los tres postulados basicos del analisis de redes. Lo primero que se puede
deducir al aplicarlos, es (por LVK) que las tensiones en todos los componentes
son iguales, dada la conexioén en paralelo de éstos

ve(t) =vi(t) = va(t) = v3(t). (1.21)

Ademsds, la Ley de Componentes nos dice que

oow(t) o ve(t)
i = R~ R (1.22)

parak =1, 2, 3.
Primero, observamos que la LCK entrega la relacién
ie(t) =11 (t) +12(t) +13(t), (1.23)

para las corrientes en la red. Luego, utilizando los resultados de la LVK y la
Ley de Componentes obtenidos anteriormente, se puede encontrar una relaciéon
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para el voltaje en la fuente en funcién de variables conocidas. Para llegar a esto,
tomemos (1.22) para cada resistor Ry y reemplacémoslo en (1.23), con lo que
obtenemos

if(t) = Vf(t) (Rl1 + R]_z + R]_3> . (124)

Posteriormente, realizando la suma de los términos correspondientes a los
resistores y despejando la variable de interés se obtiene

R1R2R3
ﬁ .

ve(t) = 1e(t) (1.25)

donde R = RyR; + R1R3 + RaRs.
Para obtener el resultado numérico, utilizamos los datos del enunciado, con
lo que se obtiene

ve(t) = 9,68 sen(2t) [V].

Con los resultados obtenidos anteriormente, es simple calcular la corriente en
cada resistor, utilizando la Ley de Componente mostrada en (1.22). Se obtiene

entonces
(1) = ip(t) 22Re (1.26)
R
(1) = (1) R (127)
R
500 = (1) R‘;z (1.28)

De las expresiones (1.26), (1.27) y (1.28) se puede comentar lo siguiente:

= Las expresiones obtenidas, son conocidas como divisores de corriente, ya La relacién obtenida para el
que se obtiene una relacién para la corriente en cada componente de una divisor de corriente, es
red (o subred) en paralelo como una ponderacién de la corriente que entra €zclusiva para redes (o
a dicha red. Ademds, muestran una relacién lineal entre la corriente de subredes) donde sus

entrada a la red (o subred) y la corriente en cada componente. componentes resistivos estan
conectados en paralelo, y no

= Al igual que en el problema 1.1, las relaciones obtenidas no dependen de en serie.
la frecuencia angular de la sefial de excitacién, como en redes donde hay
elementos dindmicos.

= El resultado obtenido para el divisor de corriente se puede interpretar
como una ley natural donde la corriente se divide con el fin de minimizar
la potencia disipada en los elementos de la red. Esto se puede demostrar
si consideramos la red sencilla
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i(t)

ir(t) Yia(t)

R1§§ R2§§

para la cual, la potencia total del conjunto esta dada por
p(t) =11 (1)°Ry +12(t)R2 = (i(t) —i2(t))*Ry +1i(t)R2
utilizando la LCK.

Calculando la derivada parcial de p(t) respecto a i,(t) e igualando ésta a
cero, para buscar un punto minimo de la funcién de potencia, se obtiene

35&3 — 2(3(t) — 2(0))Ry + 2i2(OR = 0
L(t) = i(t)% (1.29)

Para saber si esta solucién representa un punto minimo, calculamos la
segunda derivada parcial de p(t) respecto a i,(t)

0%p(t)
01z (t)?

lo cual es siempre mayor que cero, lo que corrobora que (1.29) es un minimo
de la funcién de potencia total. De igual forma se puede realizar el cdlculo
considerando la derivada parcial de p(t) respecto a i;(t), con lo que se
obtiene la solucién para la corriente en Rj.

= 2(Ry +R2),

Por lo tanto, se demuestra asi que la corriente se divide para minimizar la
potencia total de la red.

Con los valores numéricos entregados para los elementos de la red, se obtiene
los valores para 11(t), 12(t) y i3(t)

11(t) = 4,84 sen(2t) [mA],
12(t) = 3,23 sen(2t) [mA],
i3(t) = 1,94 sen(2t) [mA].

Finalmente, se puede expresar la potencia instantanea recibida en cada re-
sistor como

R3R3Z

PR, () = i2(1) ﬁ23R1 (1.30a)
.5, RIRZ

PR, (t) = lﬁ(t)%Rz (1.30Db)
RIR3

P, (1) = () =2Rs (1.30¢)
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Con ésto, se puede escribir la relacién de potencias de la forma

R%Rz 2p2 2p2

5, RIR 5, RIR
3R, :1%(t)1ﬁ—2R2 : lﬁ(t)%Rg (1.31)

pR,h):pth):pRAt):i%h)fﬁ;—

la cual, simplificando factores comunes, se reduce a la relacién buscada

‘pm (t) ZpRz(t) CPR; (t) = R2R3 : R]R3 . R]Rz ‘ (1.32)

Errores

Al desarrollar la solucién a este problema se puede cometer varios errores.
Los maés frecuentes son

Error 1 Obtener signos erréneos al manipular las ecuaciones de LVK y LCK.

Error 2 Suponer que en una conexion en paralelo la corriente es la misma a
através de todos los componentes.

Error 3 Error en el célculo de la potencia recibida (o entregada) por un com-
ponente, dependiendo si las variables de tensién y corriente estan en refe-
rencia combinadal .

Una variante de interés

Una variante de interés para este problema, es extender los resultados obte-
nidos anteriormente al caso de n resistores en paralelo.

L(t) Yia(t) in(t)

ORE R, R, R,

if(t)

Anélogo al desarrollo realizado anteriormente, por la LCK se deduce que

e(t) =1 () +i2(t) + - - - +in(t). (1.33)

Ademas, por la LVK, se sabe que los voltajes en todos los resistores en
paralelo son iguales. Por lo tanto, similar a lo obtenido en (1.24), para el caso
de n resistores se tiene que

mwﬂﬁ(%+%+m+%) (1.34)

Realizando la sumatoria correspondiente, se obtiene el voltaje presente en la
fuente de corriente

1Para mayor detalle ver Errores en problema 1.1, pagina, 6.
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n
R
velt) =ity — D= Re (1.35)
n n
2 e <R_ [T Rk)
e
Con este resultado se puede calcular la corriente en cada resistor, utilizando
la Ley de Componentes. Con ésto se tiene que

T —n
ﬁ Hk:] Ry
n 1 n
Ze:1 (R_ Hk:] Rk)
¢

(1.36)

param=1,2,---, n.
Tal como se expresé la relacién de potencias instantaneas en (1.31), en este
caso se obtiene que

PRI IPR, T PR, H R—HRk: EH (1.37)
=1 k=1 k=1

Noétese que para el caso en que todos los elementos resistivos sean iguales, es
decir Ry =R, (1.36) se reduce a

Rnf1 . 1
R 1f(t);, (1.38)
lo que comprueba que al ser todos los resistores iguales, en una conexién en pa-
ralelo, la corriente se divide de igual forma para todos estos elementos. Ademaés,

(1.37) se reduce a

im(t) = i¢(t)

PRy, (PR, PR, =1:1: - 1 (1.39)

lo que muestra que al ser todos los elementos iguales, la potencia que se disipa
en cada uno de ellos es la misma. Esto es coherente con lo obtenido en (1.38),
ya que al tener cada resistor la misma corriente y el mismo voltaje (por estar
conectados en paralelo), la potencia pgr, = ik(t)v¢(t) es igual para todos los
elementos.

1.2.3. Red con fuentes independientes de tensién y co-
rriente

Problema 1.3.

En este problema se analiza una red que, a diferencia de las estudiadas anterior-
mente, contiene dos fuentes independientes, una de tensién y otra de corriente.
En la solucién a desarrollar, se determinan las condiciones bajo las cuales, las
fuentes de excitacién entregan (o reciben) energfa a los resistores.
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i1(t) Ry
WWA
n vi(t) i2(t) i3(t)
er(t) =Eo [V]
() Rz % v2(t)R3 % v3(t) () Vil i) =10 1A)
er(t) ir(t)

Para la red de la figura
1.3.1 Calcule i;(t), i2(t) e 13(t) Vt > 0, en funcién de e¢(t) e i¢(t).
1.3.2 Suponiendo que Iy > 0, ;qué relaciones deben satisfacer Eg, Iop, Ry, R2 y
R3, para que ambas fuentes entreguen energia?.

Solucion

Consideremos nuevamente los tres postulados basicos del anélisis de redes, y
escribamos las ecuaciones que de ellos se deducen, para estudiar la red propuesta.
Primero, la LCK nos entrega la relacién

() +ie(t) = 2(t) +i3(t). (1.40)

Luego, la LVK nos dice que

=
o+
—
+

v (1.41)
3(t) = vi(t). (1.42)

N

—
—+

=

A%
A%

<
N
—
o+
—
I

Utilizando las ecuaciones de Tercer Postulado para los resistores, podemos
obtener las relaciones necesarias para calcular i7(t). Asf, de (1.41), se deduce
que

ia(t) = w. (1.43)

También, de (1.42) se obtiene

LRz =13R; = 13(t) =12(t) 5= (1.44)
lo cual se puede deducir también, al considerar el divisor de corriente formado
por Rz y Rz, lo que entrega la expresion

2(t) = (i (t) +if(t))Rz]j_3R3 > & 5:2) i;f;t)) - iﬁ:).
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Reemplazando esta relacién en la ecuacién para i3(t) dada por el divisor de
corriente, se obtiene (1.44)

Rz . . Ra

13(t) = 12(t) =

R+ R = 1Y) 2()R3

Utilizamos los resultados obtenidos, reemplazando (1.44) y (1.43) en (1.40),
para llegar a una expresién que relacione i1 (t) solo con términos conocidos. De
esta forma, se tiene que

i3(t) = (L (t) +ie(t)

er(t) — 11 (HR; L er(t) — 11 (t)R1 Ry
Rz RZ R3 '
lo que se puede reducir finalmente a

() +1e(t) =

muzmmmﬁma+mmm%n% (1.45)

donde ﬁ = Ri1R2 + R1R3 + RR3.

Para obtener i, (t), sigamos un procedimiento similar al realizado anterior-
mente para ij(t). Para ello, despejemos 17 (t) desde (1.41) usando las relaciones
de Tercer Postulado para Ry y Rz. Obtenemos entonces

i (t) = M. (1.46)

Reemplazando (1.44) y (1.46) en (1.40), se tiene
er(t) —12(t)R2 . . N
el 2OR L) = )+ 02,
R] R3
lo que se reduce finalmente a

mu=mm+mmm%. (1.47)

Para el calculo de i3(t), utilicemos la relacién mostrada en (1.44) y reem-
placemos (1.47) en ella. Obtenemos asi la expresién para la corriente en R3

uu=mm+mmm%. (1.48)

A partir de las expresiones (1.45), (1.47) y (1.48) se puede hacer los siguientes
comentarios:

= En las tres expresiones se puede observar como se estructura la expresién
para cada corriente, es decir, aparece la forma en que ellas dependen de
ambas fuentes. Esto es coherente con el hecho que la red es lineal, y por lo
tanto, las variables de tensién y corriente en cada componente de la red se
pueden calcular como una combinacién lineal de los efectos que produce
cada senal de excitacién.
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= Las expresiones (1.47) y (1.48) se pueden relacionar usando el concepto
del divisor de corriente, visto anteriormente en el problema 1.2, donde la
corriente 1(t) que entra al conjunto de resistores en paralelo es

30 = (er(t) + Ryig (1) 2R3

De las expresiones obtenidas para la corriente en cada resistor de la red, se
puede observar qué condiciones debe cumplir e(t) = Eg para que ambas fuentes
entreguen energia al sistema.

Para comenzar el andlisis, se debe tener en cuenta que

ift) =1 >0 vt > 0.

Considerando esto, para que la fuente de corriente entregue energia, la ten-
sién vy (t) debe ser positiva y mayor que cero en el intervalo analizado. Dado que
este elemento esta conectado en paralelo con Ry y R3, es necesario y suficiente
que la corriente en ellos sea positiva. De (1.47) y (1.48), esto se puede expresar
como

i2(t),i3(t) > 0 = ef(t) +Ryig(t) > 0.

Se deduce entonces, que Eg debe cumplir con la siguiente condicién, para
que la fuente de corriente entregue energia al sistema

Eo > —R1 Io (1.49)

Para saber si esta condicién satisface también el requerimiento sobre la fuen-
te de tension, es necesario analizar las condiciones bajo las cuales este elemen-
to entregaria energia al sistema. Asi, es necesario y suficiente que el producto
er(t)17(t) sea mayor que cero, con lo que estaremos asegurando que la potencia
entregada por la fuente sea siempre positiva. Para cumplir con esta condicidn,
suponiendo que i1(t) > 0, de (1.45) se obtiene para Eg

. R2R
er(t)(Ra+R3) > if(t)(R2R3) = Eo > [p=—o, (1.50)
R2 +R3
De igual forma, si suponemos i;(t) < 0, de (1.45) se tiene que
) R2R3
er(t)(R2 +R3) < i¢(t)(R2R3) =  Eo < log—+%5— (1.51)
Rz +R3

Por lo tanto, con los resultados obtenidos en (1.49), (1.50) y (1.51), se puede
concluir que el rango de valores para Eg que hace que ambas fuentes entreguen
energia al sistema es

R2R3 R2R3

—Rilp < By < [g=—"— Eo > 1 .
1lo 0 0R2+R3 Yy 0 0R2+R3

(1.52)

Del resultado obtenido para el rango de valores mostrado en (1.52), se puede
comentar lo siguiente:

Las referencias utilizadas para
ambas fuentes no estan en
referencia combinada,
considerando para el cdlculo de
la potencia entregada por el
elemento, el producto
vi(t)ie(t).
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= El valor
RoR3

R2 +R3 ’
no se ha considerado dentro del intervalo solucién, ya que para este valor, la
fuente de tensién no entregaria energia al sistema. Esto se puede observar
al reemplazar (1.53) en (1.45), con lo que se obtiene i;(t) = 0. De esta
forma, la corriente por la fuente de tensién es cero, y por lo tanto la
potencia que entrega a la red también.

Eo = Io (1.53)

= El limite inferior del rango encontrado,
Eo = —Ry1p, (1.54)

no se ha incluido dentro de los valores posibles como solucién, ya que para
este valor de Ep, la tension en Ry, R3 y la fuente de corriente es cero. Asi,
la potencia entregada hacia la red por la fuente de corriente seria cero.

Errores

Al desarrollar la solucién a este problema se puede cometer varios errores.
Los mas frecuentes son

Error 1 Obtener resultados inconsistentes al tener signos erréneos producto de
la incorrecta manipulacién de las ecuaciones de LVK y LCK. Por ejemplo,
al utilizar el Tercer Postulado y despejar i2(t), de (1.41), de la forma

er(t) +11Ry
R> )
Reemplazando esta relacion, y (1.44), en (1.40) se obtiene

(0 = (er (V)(Ry + R3)+if(t)(RzR3))%»

i2(t) =

donde R = R2R3—R1R3—R1R3, lo cual puede ser negativo para ciertos va-
lores de Ry, Ry y R3. Esto puede generar un equivalente resistivo negativo,
lo que es inconsistente con la realidad fisica de la red.

Error 2 Aplicar mal la LVK y la LCK, obteniendo como resultado que en una
conexion en paralelo la corriente es siempre la misma a través de todos
los componentes. Esto se puede ejemplificar, considerando el problema
analizado, como

L) =13(t) = wv2((t) =v3(t)5=
lo cual es erréneo.

Error 3 Error en el célculo de la potencia recibida (o entregada) por un com-
ponente, dependiendo si las variables de tensién y corriente estan en refe-
rencia combinada? .

2Para mayor detalle ver Errores en problema 1.1, pagina 6.



1.2. Redes Resistivas de tres componentes 17

Una variante de interés

Una variante interesante de analizar, es resolver el problema anterior reem-
plazando Rz, por una fuente de tensidn, e, (t). Al realizar este cambio, veremos
que variables de la red se ven afectadas cuando una fuente de tensién y una
fuente de corriente se conectan en paralelo. La siguiente figura muestra la red
bajo estudio,

&}\N\
11(tJ)r v Vit K i3(t)
O wEeo O O
er, (t) e, (t) if(t)

donde e, (t) = Eq, ef, (t) = Ez e if(t) = Ip, y para la cual obtenemos, aplicando
la LVK, las siguientes relaciones para las tensiones en los elementos

va(t) = ey, (1) vi(t) =ef, (t) —va(t) = e¢, (t) — ey, (t). (1.55)

Utilizando (1.55) y el Tercer Postulado para Ry, tenemos que la corriente
por este elemento es

) va(t) e, (t)
i,(t) = = . 1.56
2(t) R, R, (1.56)
De igual forma que lo anterior, calculamos la corriente por Ry. Utilizando
(1.55) y el Tercer Postulado para este resistor, obtenemos

(1) = V;:) = & (t)R_] era(t), (1.57)

Dadas las referencias mostradas en la figura, sabemos que la potencia entre-
gada por la fuente de tensién ey, (t), estd dada por

Per, (1) = er, (B (1),

por lo que, considerando (1.57), este elemento entregara potencia a la red solo
si

er, (t) > er, (t) = E;>E,.

De la figura podemos deducir, usando la LCK, que la corriente entregada
por la fuente de tensién er, (t) se puede calcular como

13(t) = (1) — i1 (1) — if(t) = e{; ®_ ef]'zft) — (1), (1.58)
eq
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donde RiR
R — 1R2

TR +RY

Por lo tanto, de (1.58), deducimos que la potencia entregada por ey, (t) serd
positiva si

Req Ry > 1o (1.59)

Del analisis anterior podemos concluir que las variables i1 (t) e i2(t) no de-
penden de la fuente de corriente i¢(t), ya que estas se ven afectadas solo por
los valores que tomen E; y E;. Sin embargo, i¢(t) influye en la corriente que
entrega la fuente de tensién ey, (t), es decir, la potencia que desarrolla este ele-
mento puede ser negativa, positiva o cero, dependiendo del valor de Iy, lo cual
no afecta el comportamiento de la red en los resistores Ry y Rj.
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1.3. Redes Resistivas con fuentes controladas

1.3.1. Red de tres componentes con fuentes controladas

Problema 1.4.

En este problema se analiza un sistema compuesto por una fuente de tension
independiente y dos fuentes controladas (una de tensién y otra de corriente)
ademas de los elementos resistivos, donde es de interés el estudio de la potencia
asociada a las fuentes controladas, bajo el concepto de amplificacién de potencia.

Ry ip(t)
Tt Loe(t)Vic (1)
5 * ef(t) = Eo
() \J/ Roe % RL % VL (t) Ve (t) = xvL (t)
er(t) ve(t) ic(t) ic(t) = Bip(t)

Para la red de la figura

1.4.1 Suponiendo Rp, Rge, R > 0, determine las condiciones sobre oy 3, para
que la potencia disipada en Ry sea mayor a la entregada por la fuente de
tensién ef(t).

1.4.2 Calcule iy, (t), vi (t), la potencia disipada en R, y la potencia entregada
en cada fuente (independiente y controladas) sabiendo que: R, = 10[KQ)],
Roe = 100[KQ], R = 1[KQ], & = 0,01[V/V], B =100[A/A] y Eo =5[V].

Solucién

Para desarrollar la solucién a este problema, es necesario identificar las va-
riables que intervienen en el calculo de la potencia disipada en Ry y la potencia
entregada por la fuente de tensién ef(t). La idea a seguir, considera obtener
la expresion para estas cantidades, en funcién de los parametros oc y 3. De es-
ta forma, se podra obtener una relacién entre estos parametros a partir de las
expresiones de potencia mencionadas anteriormente.

Para la fuente de tensién independiente, e¢(t), las variables que definen su
potencia son e¢(t) e ip(t). Por definicién, ef(t) tiene un valor constante igual a
Eo. Por lo tanto, falta por encontrar la expresién para la corriente que entrega
esta fuente, en funcién de los pardametros & y 3. Consideremos entonces, la LVK
que resulta al aplicarse en la malla que contiene la fuente

er(t) =vp(t) +ve(t). (1.60)
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Utilizando el Tercer Postulado para Ry y ley que define a v¢(t), en (1.60),
obtenemos

iy (1) = M, (1.61)
Rp
Si bien, (1.61) entrega una relacién entre ip(t) y «, es necesario buscar la
relacién que tiene esta variable con el pardmetro 3, sabiendo que (al observar la
red de la figura) v (t) depende de i (t), la cual es una funcién de p e ip(t). En-
tonces, podemos encontrar la relaciéon buscada aplicando el divisor de corriente
a la malla que contiene la fuente de corriente controlada

vi(t) =— Reqib(t)a (1-62)

donde se ha utilizado el Tercer Postulado para la fuente de corriente controlada,
ic.(t) = Biu(t), y la definicién

RoeRL

Req = —2———.
ed Roe"‘RL

Reemplazando (1.62) en (1.61), y despejando la variable de interés de la
expresion resultante, se obtiene que la corriente por la fuente de tensién inde-
pendiente esta dada por

1

ip(t) = ef(t)m-
eq

(1.63)

Teniendo el resultado mostrado en (1.63), podemos encontrar la expresién
que define la potencia entregada por la fuente de tension e¢(t),
Per = ef(t)ib(t)a

tomando en cuenta que el valor de tensién para esta fuente es Eg. Se obtiene
entonces

1
_ 2
Pei (V) =B — (1.64)

Obtenido el resultado anterior, resta por encontrar la expresion que define
la potencia en Rp. Para esto, consideremos (1.62) y el Tercer Postulado de R,
con lo que se obtiene

it(t) =— ]?;Lq ip(t). (1.65)

Reemplazando (1.63) en (1.65) obtenemos la expresién para la corriente por
R
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BReq
RL(Rp — &BReq)

iL(t) = —er(t) (1.66)

Con los resultados anteriores, podemos calcular la potencia disipada en Rp,
sabiendo que esta estd dada por la expresién

Pr. (1) = 1T (DR,

con lo que se obtiene

BZRZ ]
t) = E§——— :
Pr.(t) 0 R (Rp — O‘E)Req)z

(1.67)

De las expresiones (1.64) y (1.67) se puede comentar lo siguiente:

= La potencia entregada por la fuente de tensién, puede ser positiva o
negativa dependiendo de los valores que tomen los pardametros « y 3, en
relacion a los resistores de la red.

s La expresiéon (1.67) muestra que la potencia disipada en Ry es siempre
positiva, independiente de los valores que tomen o y 3, lo cual es coherente
con el hecho que un elemento resistivo en ningiin caso es capaz de entregar
energia a una red.

= Dado que la tnica fuente de alimentacién de la red es ef(t), es necesario
que esta entregue energia a la red. Por lo tanto, para que la potencia
entregada por la fuente de tensién independiente sea positiva (pe,(t) > 0
en (1.64)) se debe cumplir:

e para >0

x < B];l;q’ (1.68)
e para 3 <0

o> B‘f;;q (1.69)

= El problema analizado aqui, corresponde a un modelo simplificado de un
circuito transistorizado, en cual se busca amplificar la potencia entre dos
partes de una red.

Comparando las expresiones obtenidas para las potencias en los elementos
de interés, (1.64) y (1.67), podemos deducir que la potencia disipada en R es
mayor a la entregada por la fuente de tensién e¢(t) si se cumple que

El signo de pe,(t), determina
finalmente si la fuente de
tension estd entregando o
recibiendo energia.
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PR, >Pe, = PB°RE; > Ri(Rp — aPReq) (1.70)

Manipulando algebraicamente (1.70), y considerando las condiciones (1.68) y
(1.69), se obtiene finalmente la relacién que debe cumplirse entre los pardmetros
de las fuentes controladas:

= para 3 >0

B];l:q - B:Leq <a< B];tq’ (1.71)
= para 3 <0

Bi‘:q <a< Bi‘:q — Blsfq' (1.72)

Con los resultados obtenidos, podemos calcular los valores numéricos de las
variables 1y (t), vi(t), la potencia disipada en Ry, y la potencia entregada en
cada fuente. Para ello, utilicemos (1.63) para calcular la corriente que entrega
la fuente independiente. Obtenemos asi

\ ip(t) = 0,56 [mA]. \

Para determinar v (t), utilicemos (1.66) y el Tercer Postulado para Ri. Con
esto tenemos que

BReq

v (t) = —ef(t)m
eq

= —54,95[V]. (1.73)

La potencia disipada por Ry la calculamos utilizando (1.67), obteniendo

| pr, (1) = 3,02[W]. | (1.74)

La potencia entregada por la fuente independiente, la calculamos usando
(1.64), obteniendo

“pef (t) = 2,77 [mW]. \

La potencia se ha definido con La potencia entregada por la fuente de tensién controlada por tensién, estéd
el signo negativo, ya que las dada por
variables involucradq& en el Pu. (1) = —ve (t)ip(t) = —avr (t)ip(t). (1.75)
calculo, no estan definidas en
referencia combinada. Reemplazando en (1.75) las expresiones literales obtenidas en (1.73) para

vi(t), y en (1.63) para ip(t), obtenemos la relacién buscada
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2 OCBReq

pv.(t) =E

Finalmente, calculemos la potencia entregada por la fuente de corriente con-
trolada por corriente, definida como

Pic (t) = —ve(H)ic(t) = =B v (t)ip(t), (1.76)

reemplazando en (1.76) las expresiones literales obtenidas en (1.73) para vi (t),
y en (1.63) para ip(t). De esta forma obtenemos

2 B?Req

"R, —apre? W

pi.(t)=E

Note que los valores de o« y 3 utilizados en los calculos anteriores, satisfacen
la relacién (1.71), lo cual lleva a que la potencia disipada por R sea mayor
que la potencia entregada por e¢(t). Podemos comprobar esto, comparando los
resultados obtenidos en (1.74) y (1.75).

Errores

Al desarrollar la solucién a este problema se puede cometer varios errores.
Los més frecuentes son

Error 1 Errores al plantear las ecuaciones de la LVK y la LCK.

Error 2 Error en el cilculo de potencias asociadas a elementos cuyas variables
de tensién y corriente no han sido definidas en referencia combinada. Para
mayor detalle ver Errores en problema 1.1, pagina 6.

Una variante de interés

Una variante al problema analizado anteriormente, es calcular nuevamente
los valores de las senales ip(t) y v (t) considerando ahora la conexién entre las
dos mallas, utilizando el resistor R, como se muestra a continuacién

Ro ip(t)  Rp ip(t) ic(t)

—WW

L Tw@ [T | ey R

() ) RoeS RS wilt)

es(t) ve(t) ic(t)

La potencia se ha definido con
el signo negativo, ya que las
variables involucradas en el

calculo, no estan definidas en
referencia combinada.
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La expresion obtenida en (1.61) para ip(t), se mantiene en esta red. Sin
embargo, la expresién obtenida en (1.62) para v (t) ya no es vélida, porque
no se puede aplicar el divisor de corriente como se hizo anteriormente. Para
aplicarlo en este caso, usaremos la variable auxiliar i¢(t), para la cual es posible
aplicar el divisor de corriente directamente, obteniéndose

Req
Rr

i (t) =1te(t) = v(t) = tc(t)Req. (1.77)
Para poder obtener la expresién que define a vi (t) en esta red, consideremos
la LCK

ip (t) =1ic (t) +1ic (t)>
la cual se puede escribir como

v T + e, (1.78)

utilizando el Tercer Postulado para Ry, y sabiendo que
Vp(t) = ve(t) —vi(t) = av (t) —vi(t).

Despejando la variable de interés i (t), en (1.78), y reemplazdndola en (1.77),
se tiene que
BReqRp
Rp — (¢ —T)Req

Utilizando (1.79) en (1.61), se obtiene la expresién para la corriente que
entrega la fuente de tensién independiente

vi(t) = —ip(t) (1.79)

Req
RP

y .
Rp (11— (0x—1 eq)— Re
(1 ) ek

T—(oc—1)

ip(t) = er(t) (1.80)

Para deducir la expresién para la tensién vi(t), reemplacemos (1.80) en
(1.79). Con esto se obtiene

BReq

Req

vi(t) = —e(t) )
Rb (] - (OC—]) R—> —(XBReq
P

(1.81)

Podemos ver que (1.80) y (1.81) se reducen a (1.63) y (1.73), respectivamente,
si consideramos valores grandes para R,. Esto es equivalente a despreciar la
resistencia de pérdida Rp, en el modelo del transistor utilizado en esta variante.
Asi, realizando esta simplificacién, obtenemos la red analizada en el ejercicio
principal.




1.4. Ejercicios suplementarios 25

1.4. Ejercicios suplementarios

Problema 1.5. En la red de la figura, calcule la potencia media en Rz, para
E=10[V], Ry =1[KQ], Ry =2[KQ], Ry = 3[KQ].

WWA
Rj

+
<> R> R3
E

YWWA

Problema 1.6. En la red de la figura, calcule Vag(t) como funcién de e(t).

n R 2R
O A B
e(t) 3R R

Problema 1.7. Suponga la misma red del problema 1.1 los resistores tienen
una resistencia con tolerancia de 10 % del valor nominal. ;Cudl es la maxima
amplitud, y la minima amplitud que se puede esperar en la tensién en Ry?

Problema 1.8. En la red de la figura, calcule i1 (t) e i2(t) para Ry = 2 [KQ],
R, =3[KQ], y

s Iy, =10[mA] y If, =10 [mA].

w If, =10[mA] y I, = —10[mAl.

D rz ez O

Iy, Iy,

Problema 1.9. Para la red de la figura, calcule la tensién en la fuente de
corriente, si R =1[KQ], e(t) = 10[V] e i(t) = 10 [mA].
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" R 2R
O _
e(t) 3R i(t) R

Problema 1.10. Para la red de la figura, calcule la potencia entregada por
cada fuente, si:

er(t) = 5[V], ex(t) = 10[V], i(t) = 10[mA], Ry = R, = 2[KQ] y R3 =
3[KQ].

R1 R3

+ Rz +

er(t)

Problema 1.11. En la red de la figura se sabe que Ry = R, = 1000, R3 =Ry =
2000 , ve(t) =10Vt >0

Ry R3
VW VW
+
vi(t) .
ir(t)
1.11.1 Si i¢(t) = —0,01 Vt > 0, ;qué potencia es entregada o consumida por

cada una de las fuentes?

1.11.2 Si pudiese elegir el valor de i¢(t), ;qué valor elegiria para que Rz NO
consuma potencia?

Problema 1.12. En la red de la figura se sabe que I = 0,5 Vt > 0, v.(0) = 4,
R =100, C =2 x 107°. Calcule, si existe, el instante t; > 0 tal que v.(tq) = 20.

W | Te 1 ¢
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Problema 1.13. En la red de la figura calcule la potencia entregada o recibida
(indique de cudl caso se trata) por la fuente controlada de tensién.

VWA VWA
2 1 1 i (1)

+ + h
v
(v Qz =2

3 2 4,

Problema 1.14. Considere la red resistiva de la figura. Suponga que 0 < I < oo,
y que i; = 2i, Calcule, si es posible, la nueva relacién entre i e i, cuando Ry
sube al doble de su valor original.

@ N

Problema 1.15. Considere la red de la figura donde 0 < R < oo. Determine
las condiciones necesarias y suficientes que deben satisfacer Ey y E;, para que
ambas fuentes entreguen energia

AA AvA

E] EZ

Problema 1.16. Considere la red de la figura, donde Ry = R; = R3 =1 [KQ],
E; = E; = 6 [V] Calcule la potencia suministrada por cada una de las fuentes.

1
R; 2R, R;
+ +
1 2

Problema 1.17. Considere la red de la figura, donde i. = 3i,, E = 6 [V],
Ri = 1 [KQ] y Ry, = 2 [KQ]. Calcule la potencia entregada o recibida por la
fuente controlada Indique de cudl de los dos casos se trata.
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i, i, Rz +

| Ry E

Problema 1.18. Considere la red de la figura, donde las fuentes son constantes
Vvt > 0. Los datos son
I =2-103[A], Ry = Rz = Ry = 2000[Q], R, = 1000 [Q], v.(t) = 800i(t).
Valores de variables en sistema internacional de unidades.

Calcule la potencia entregada o recibida por la fuente controlada, indicando
de cuédl de los dos casos se trata.

"y i (t)
R
ONEE AN LI
I
n
ve(t)

Problema 1.19. Considere la red de la figura, donde R; =4 [KQ], R, = 2R3 =
2 [KQ], v¢(t) =11 [V], YVt > 0. Calcule i(t).

i(t)

WW
+ R

OFRELE T

Problema 1.20. Considere la red de la figura, donde 0 < R < oo, I7 e I son
constantes no nulas. ;Qué condiciones deben cumplir I; e I, para que ambas
fuentes entreguen potencia?

ORI}
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Problema 1.21. Considere la red de la figura, donde Ry = 1 [KQ], R, = 2
[KQ] y Rz = 3 [KQ]J. ;Cudl de las tres resistencias consume mds potencia 7

i(t) Ri
VWA

%Rz %Rg

R

Problema 1.22. Considere la red de la figura, donde 1; = 40 [mA], Ry = 3
[KQJ, R; =2 [KQ] y Rz =1 [KQ]. Calcule i.

L (t) Rs
n ﬁ]/QV]V AW i (t)
ol T
201, (t)

Problema 1.23. Considere la red de la figura donde i(t) = 8cos(10t) [A],
v(t) = 5cos(10t) [V]. Calcule la potencia promedio recibida por la red Ra.

Rp Ra

Problema 1.24. Considere la red de la figura, donde R = 2 [Q], v¢(t) = 6
[V], ¥t > 0 Calcule el valor (constante) de i¢(t), si existe, de modo que las dos
fuentes entreguen potencia.

K =@

ve(t) ir(t)

Problema 1.25. Considere la red de la figura.



30 REDES RESISTIVAS SIMPLES

R, R,
MW MW
(1) .

WO g2 wwO

Dé argumentos a favor o en contra de la siguiente afirmacion: si el valor de
ambas fuentes se duplica, entonces iy (t) se reduce a la mitad.

Problema 1.26. Considere la red de la figura

i(t)
+
O o
Wl Tl

Se sabe que en la red todas las fuentes son de valor constante, con v¢(t) =
—5[V], i¢(t) = 0,5[A] e i(t) = 0,8 [A], Vt > 0. La fuente de tensién jentrega o
absorbe potencia? y jcuanta?

Problema 1.27. Considere la red de la figura

=k,
i1

TG
() i2(t) i(t)

En la red se tiene que i¢(t) = I, [A], Vt > 0, Ry = 2[kQ] y Ry = 3[kQ]. ;En
qué porcentaje sube o baja |i1(t)| si Ry disminuye a la mitad?

Problema 1.28. Considere la red de la figura

1[KQ]J
W
+
O 2kal 2[KQ]
E 4[mA]

Calcule la potencia entregada por la fuente.
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Problema 1.29. Considere la red de la figura, donde Ry = 1[Q], R, = 2[Q)]. Se
sabe ademaés que iy (t) = 2[A] Vt. Calcule la potencia entregada o recibida por
la fuente independiente de corriente.

ix(t)

0,514 (t) Y % 2% C\Dif(t)

R1 R

Problema 1.30. En la red resistiva de la figura, se sabe que v¢p(t) = 6 [V],
ver(t) =10 [V], Ry =20[Q], R, =20[Q], R3 =10[Q]

1.30.1 Determine la potencia disipada en cada resistor

1.30.2 Calcule la potencia entregada o recibida por cada fuente. Senale en cada
caso, si se trata de potencia entregada o potencia recibida.

Problema 1.31. Considere la red de la figura, donde v¢q(t) = 3vea(t). (Qué
porcentaje de la potencia consumida por R es entregada por la fuente 27.

+ ~alt)
—/ +

R v (1)

Problema 1.32. Considere la red de la figura, donde Ry = R, = R3 = 101[Q],
T =0,001[Q]. Calcule i..

R; i
W
+

Ti, Rz R3
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Problema 1.33. Considere la red de la figura, donde i¢(t) = 0,6 cos(314t),
R =10[Q)]. Calcule i,(t).

0,5R i (t)
—\WW

ie(t) 2R R R
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Capitulo

REDES DINAMICAS SIMPLES

2.1. Introduccion

En este capitulo se presentan problemas relacionados con redes di-
ndmicas, es decir, aquellas que contienen inductores y condensadores,
que son elementos capaces de almacenar energia. El rasgo caracteristi-
co de estas redes es que las senales en ellas, no sélo dependen de las
excitaciones independientes (fuentes de tensidn y corriente), y de la red
misma(estructura y componentes), sino que también de las condiciones
iniciales. ademas los ejercicios de este capitulo incluyen sélo estructuras
sencillas y, a lo sumo, dos componentes dinamicas.

El anélisis que se hace requiere del estudiante el conocimiento de las
leyes fundamentales que rigen el comportamiento de las redes eléctricas
concentradas en el espacio y en ausencia de campos magnéticos exter-
nos, es decir, de campos que no son generados por la misma red bajo
analisis.

El propédsito de estos ejercicios es reforzar los conceptos fundamenta-
les y ayudarles a desarrollar criterios para verificar resultados. Un modelo
matematico que se repite en la mayoria de los ejercicios, es una ecuacién
diferencial de primer orden de la forma

df(t) B
T H) =K (2.1)

donde K es constante para t > 0. La solucién para esta ecuacién es

f(t) = f(00)+(f(0)—f(c0))e ™ = K+(f(0)—K)e V™ vt >0 (2.2)
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Si, en cambio, se conoce la condicién inicial en t = ty, tenemos que

f(t) = f(00) + (f(to) —f(o0))e V™ = K+ (f(0) —K)e /T vt >0
(2.3)
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2.2. Redes RC

2.2.1. Red RC con un condensador

Problema 2.1.

Considere la red RC de la figura, se trata de analizarla dada la condicién inicial
en el condensador y la excitacion, con los datos que se indican.

VR(t)
- R = 2000(Q)]
0 WWA C = 30[uF]
R E =8[V]
L ve(0) = —5[V]

ve(t)

el

+
ol
E

2.1.1 Calcule vc(t) e i(t), V>0

2.1.1 Calcule la energfa entregada por la fuente en el lapso [0, 1], donde t; =
2-RC.

Solucién

Es siempre conveniente plantear el problema en forma literal, es decir, sin
usar aun los valores numéricos. De esa forma, podemos verificar si el modelo
matematico es conceptualmente correcto. Para construir ese modelo, debemos
recordar, una vez mas, que sélo tenemos a nuestra disposicion los tres postulados
bésicos: Ley de Corrientes de Kirchoff (LCK), Ley de Voltajes de Kirchoff (LVK)
y Ley de componentes (tercer postulado). En este caso, la LCK nos informa que
la corriente es la misma en las tres componentes, la hemos denominado i(t). Por
su parte la ley de componentes nos dice que

. . dvc(t
ve(t) = E, vr(t) = Ri(t), i(t)=C gt( ) (2.4)
Finalmente, al aplicar la LVK se obtiene
ve(t) = vr(t) +vc(t). (255)

As, al reducir el sistema de ecuaciones, reemplazando en (2.5), las relaciones
precedentes se llega a

Note que estas leyes suponen
que la red es concentrada, y
note ademds que, a partir de
estos tres postulados se pueden
deducir la conservacion de la
energia, y el equilibrio de
potencias instantdneas
(teorema de Tellegen,)

Esta ecuacion es independiente
de los valores de las
componentes individuales; solo
depende del producto de esos
valores.
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dvc(t)

=R
Vf(t) C at

+ve(t). (2.6)

La solucién para esta ecuacion, cuando v¢(t) = E, constante Vt > 0, estd
dada por

ve(t) = E— (E—vc(0))e VT, (2.7)

donde T = RC, y se la conoce como constante de tiempo.
Si ahora reemplazamos valores numéricos en (2.7), se obtiene T = 6 x 1072
y se llega a

ve(t) =8 —13e7 1006 v, (2.8)
Observe lo siguiente respecto de la expresién literal (2.7):

= vc(oo) = E, es decir, la tension en el condensador tiende a la tension de
la fuente, cualquiera que ella sea, siempre que esa tensiéon sea constante

vt > 0.

= La expresién (2.7) satisface la condicién inicial (reemplace t por 0 y veri-
fique).

s Si E = vc(0), es decir, si la condicién inicial es igual a la tensién en la
fuente, entonces la tensién en el condensador y, en consecuencia, la carga
en |, se mantienen constantes vVt > 0.

= Si la tensién de la fuente no es constante ¥Vt > 0, entonces la expresién
(2.7) no es correcta. Revise la teoria de ecuaciones diferenciales de primer
orden.

= La expresién para vc(t) no depende de R y C por separado, sino de su
producto. Como se ver luego, se no es el caso para otras variables en la
red.

Para calcular la corriente, podemos aplicar la ecuacién de tercer postulado
para el condensador, lo cual lleva a

E _VC(O) eft/T-

i(t) = R

(2.9)

Observe que esta corriente depende de R y de C, y no unicamente de su
producto.
Si reemplazamos valores numéricos en (2.9), se llega a (note las unidades)

i(t) = 6,5 x 10737 190/6 [A] = 6,5¢7100t/6 I A]. (2.10)
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Para responder la segunda pregunta, notamos que la potencia instantanea
entregada por la fuente esta dada por

E(E—vc(0)) _y/x
R €

por lo tanto la energia suministrada por la fuente en el lapso [0;t1] es

pe(t) = ve(1)i(t) = Eift) = (2.11)

W= | P A= CEE-velO) (1 /. | (212

Al reemplazar los valores numéricos dados, se obtiene
Wio.t,] =24 x 107° x 13(1 —e %) [J] =270 x 107 [J]. (2.13)
La expresién (2.12) genera los siguientes comentarios de interés

= La energia es entregada por la fuente, si y sélo si E > v¢(0). Si E < vc(0),
entonces la fuente recibe energia en el lapso [0, t1], Vt; > 0.

= Si E = vc(0) entonces el flujo de energia es cero, ya que la corriente es
cero Vt > 0.

= Si t; — oo, entonces la energia proporcionada por la fuente en ese lapso
es

Wio,t,] = Wo,00) = CE(E —vc(0)) (2.14)

Errores

En un problema tan simple como éste, se pueden cometer errores conceptua-
les de diverso tipo. Senalamos a continuacién aquellos mas frecuentes.

Error 1 Errores en la formulaciéon de LVK

Error 2 Error en la manipulacién de expresiones, de modo que el lado dere-
cho de la ecuacién (2.6), los dos términos resulten con distinto signo, por
ejemplo

dvc(t)

=—R
Vf(t) C at

+vc(t)

El efecto de este aparentemente simple error de signo es que la solucién
de la ecuacién sera

ve(t) =8—13e"°Y¢ [v],

lo que implica que la magnitud de la tensién en el condensador crece
exponencialmente, en vez de tender asintéticamente a la tensién de la
fuente.

Recuerde que la energia
entregada o recibida por un
elemento de dos terminales es
cero, siempre que la tension o
la corrriente (o ambas) es
cero.



FEsta condicion debe cumplirse,
porque la red no presenta
degeneraciones
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Error 3 Cometer errores de manipulacién tales que la expresién que se obtenga
para v¢(t) no cumple con el dato ve(0) = —5 [V].

Error 4 Extender el desarrollo realizado en este caso, donde v¢(t) = E cons-
tante YVt > 0, a otros casos en los que v¢(t) no es constante y decir, por
ejemplo, que en este ultimo caso se cumple que

ve(t) = velt) — (ve(t) —ve(0))e v/

Una variante de interés

Suponga la misma red, con los mismos datos, con una nica modificacién:
en vez de conocerse vc(0), se conoce ve (t,), donde t, > 0.

La solucién para esta variante estd también dada por la expresién (2.7). El
problema reside en que para poder evaluar numéricamente la expresién, necesi-
tamos el valor de v (0). Sin embargo, con el valor de v (t,) podemos resolver
el problema, ya que

velte) = E— (E—ve(0))e /™ &= ve(0) = E + (ve(to) — E)et/,

lo cual lleva finalmente a

ve(t) =E — (E—vel(to))elte 8/, (2.15)

Note que esta ecuacién satisface la condicién dada, al reemplazar en ella t por
to.

Ejercicios suplementarios

Ejercicio 2.2.1. Calcule en las redes de la figura, la tension en cada una de
las componentes, usando los mismos datos del problema principal y con 1 =4
[mA].

WWA WWA

+ R + R

C c|

™
™

Ejercicio 2.2.2. En la red de la figura calcule la tensidn vc(t), usando los
mismos datos del problema principal y con I =4 [mA]

WW
R

3R —
C
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Ejercicio 2.2.3. La red de la figura es, en algunos aspectos, conceptualmente La funcidn signo arroja 1
distinta a aquella tratada en el problema principal. Sin embargo, sigue siendo una
red dindmica de primer orden en la que el condensador juega un rol fundamental.
En esta red, se pide dibujar cualitativamente vc(t), y verificar el resultado,

usando el programa LTspice.

WW
R

|

— | vel(t)

i¢(t) = 7 signo{cos(1000t)} [mA]

R =500 [Q]
C =60 [uF]
ve(0) =0 [V]

2.2.2. Red RC con dos condensadores

Problema 2.2.

La red de la figura es, en rigor, una red dindmica de segundo orden, porque En general, la resolucion de
la respuesta depende en general de dos condiciones iniciales; ello implica una ecuacion diferencial de

que, en general, el modelo matemético de esta red ser una ecuacién diferencial orden n, requiere de n

de segundo orden. Sin embargo, veremos que, en este caso particular, se puede condiciones iniciales para su

esquivar el trabajar con una ecuacién diferencial de segundo orden.

Para este problema se pide

resolucion.

2.2.1 Calcular las tensiones en ambos condensadores, ¥t > 0.

2.2.2 Calcular la expresiéon para la potencia instantdnea suministrada por la

fuente.

vr(t)
—— W\
+ LR R = 2000[C)]
S C1 = 30[pF]
t —

<> vf( ) Cz \)z(t) CZ — 15“1];]

E I C E=7[V]

| | v1(0) = 2[V]
- v2(0) = —=3[V]

cuando el argumento es
positivo, y -1 cuando el
argumento es negativo
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Solucion

Nuevamente, es importante recordar que con independencia del método a
usar, siempre se deben usar los tres postulados béasicos del andlisis de redes. Lo
que distingue a un método de otro, es el orden en que se aplican los postulados,
y las estructuras a las que se aplican las leyes de interconexion, es decir, la LVK
y la LCK.

En este caso, empezamos por aplicar LVK, lo cual lleva a

ve(t) = vr(t) +vi(t) +va(t). (2.16)

Por su parte, la LCK permite concluir que las corrientes en todas las com-
ponentes son iguales entre si. La llamamos i(t). Finalmente, la aplicacién del
tercer postulado genera las siguientes expresiones

ve(t) = E: va(t) = Ri(t); i(t) = ¢y 1. 4y = ¢, S2U) (2.17)
dt dt
De las ecuaciones (2.17) podemos deducir que
dva(t) Gy dvy (t). (2.18)

adt  C; dt
Por otro lado, al derivar la ecuacién (2.16) y al utilizar (2.17) y (2.18), se obtiene

dve(t) —RC d v () Ci+Cadvi(t)
a ' a2 Cs dt

. (2.19)

sta es una ecuacion diferencial de segundo orden; sin embargo, se puede
convertir en una ecuacién de primer orden si, en vez de usar como funcién
incégnita la tensién en Cy, usamos la corriente i(t). Con este cambio de variables,
se obtiene

dve(t)  _dit) Ci+Cy,
& ~Ra t g Y (2.20)

Esta ecuacién de primer orden se puede resolver dado que la tension v¢(t)
es dada y que la condicién inicial i(0) se puede calcular a partir de la expresién

v¢(0) —v1(0) —v2(0)
2 .

La solucién para esta ecuacién, cuando v¢(t) = E, constante Vt > 0, estd
dada por

i(0) =

(2.21)

i(t) = i(0) e VT, (2.22)
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CiC2

donde T = RCg con Cs = TG

dores, se llega a

. Usando el Tercer Postulado para condensa-

Ti(0)

c, (1—e "7) valt) =v2(0) +

Ahora podemos reemplazar valores numéricos. Primero tenemos que 1(0) =4
[mA], Tt =20 [ms], Cs = 10 [uF]. As

i(t) = 4% [mA] (2.24)
vit) =2+ %(1 — e V] (2.25)
va(t) = =3+ %6(1 — e 50 V] (2.26)

Observe lo siguiente respecto de las expresiones literales (2.22) y (2.23):

= La corriente tiende asintéticamente a cero. Esto sélo ocurre cuando v¢(t)
es constante, o tiende asintéticamente a una constante.

= Se obtendra la misma expresion para la corriente i(t), si la red fuese aquella
analizada en el Problema 4.4, en la que reemplazamos C por Cs y la
condicién inicial v¢(0), por la condicién inicial equivalente vq(0) + v2(0).

= Las tensiones vi(t) y v2(t) tienden a valores constantes v1(0) + t1(0)/C;
y v2(0) + Ti(0)/C3, respectivamente. Note que, para el caso general, los
condensadores C; y C no se descargan completamente (excepto para
valores numéricos particulares).

= Las tensiones asintéticas satisfacen la relacién vi(o0o) + v2(oo) = E. Esta
relacién es una consecuencia del hecho que i(c0) =0, y de la LVK (ecua-
cién (2.16)). Note que, aunque v¢(t) — 0 para t — oo, las dos tensiones
pueden tender asintéticamente a valores distintos de cero.

Para responder a la segunda pregunta, recordamos que la potencia instanta-
nea entregada por la fuente, estd dada por

pe(t) = ve(t)i(t). (2.27)

En este caso, v¢(t) = E, se llega a:

E(E —v1(0) —v2(0)) o t/T

pe(t) = Ei(0)e /" = R

(2.28)

Al usar los datos numéricos dados, se obtiene



Recuerde que estamos
trabajando con v¢(t) constante
vt > 0.
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pr(t) =28 e [mW]. (2.29)

La expresién (2.27) merece un par de comentarios

= Es posible que la potencia instantanea entregada por la fuente sea siempre
negativa, es decir, que la fuente reciba potencia ¥t > 0. Suponiendo que
E > 0, esto ocurre cuando E < v;(0) —v2(0). En este caso, la energia
que recibe la fuente proviene de aquella almacenada inicialmente en los
condensadores.

= El Teorema de Tellegen dice que existe un equilibrio instantaneo de las
potencias que entran y salen de las componentes de una red. Esto se puede
verificar, para esta red, a partir de (2.16). En efecto, si multiplicamos esa
ecuacién por i(t), se obtiene

ve(t)i(t) = vr(t)i(t) +vi (H)i(t) +va(t)i(t) (2.30)
_— Y Y Y

Errores

En la resolucién de este problema se pueden cometer varios errores. Los mas
frecuentes son

Error 1 Signos erréneos en la ecuacién que surge de la aplicacién de la LVK

Error 2 Error en el cilculo de i(0). Recuerde que la LVK rige Vt > 0 (no
sabemos lo que era esta red para t < 0), por lo tanto, se debe cumplir en
t=0.

Error 3 Extensién de los resultados obtenidos para i(t) con v¢(t) constante, al
caso de fuentes de tensién variable.

Error 4 Suponer que ambos condensadores siempre se descargan completamen-
te, para v¢(t) = 0. Este error puede inducir a sostener, usando el principio
de conservacion de la energia, que la energia disipada en el resistor es
siempre igual a la energia inicialmente almacenada en los condensadores.

Error 5 Confundir potencia entregada, con potencia recibida por la fuente.

Una variante de interés

Suponga que los condensadores no se encuentran conectados en serie, sino
en paralelo, como se muestra en la figura.

En esta red se supone que ambos condensadores estaban conectados en pa-
ralelo antes de t = 0; esta suposicién permite asegurar que en t = 0 las tensiones
en ambos condensadores son iguales (por ello hemos s6lo definido una tensién
para ambos, vc(t)). El caso en que ello no ocurre se analizar en el siguiente
problema.
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WoR VW

+
vilt) C) z Z ve(t)
E 1 2

En este caso se desea conocer las tres corrientes en la red, con los mismos
datos numéricos del problema principal, excepto que ahora se especifica vc (0) =
4 [VI].

Usando la LCK, se sabe que i(t) = 17 (t) + 12(t). Si aplicamos esta relacién
en la ecuacion de la LVK, en conjunto con el tercer postulado para el resistor y
los condensadores, se llega a

ve(t) = Rilt) +ve(t) = R(i (1) + (1) +ve (1) = R(Cy + C) LW

+ve(t).
(2.31)
Ahora tenemos una ecuacién diferencial de primer orden, cuya solucién para
ve(t) = E, constante, estd dada por (vea Problema 4.4)

ve(t) = E+ (ve(0) —E)e VT, (2.32)

donde la constante de tiempo es, en este caso, T = RC,, = 90 [ms], con Cp, =
C—1+Cy =45 [uF.
As, las corrientes buscadas estn dadas por

i (t) —C, dVdCt(t) _ % (E _VC(O))eft/T — 671001:/9 [mA] (233)
lz(t) -C, dVdCt(t) _ % (E _VC(O))eft/T — % e*]OOt/‘? [TTIA] (234)
i) =11 (t) +12(t) = % (E—vc(0))e V™ = ; e 1009 [mA]  (2.35)

Ejercicios suplementarios

Ejercicio 2.2.4. En la red del problema principal, suponga que vi = —vz, cul
es la expresion para la corriente?

Ejercicio 2.2.5. Bajo qué excitacion y condiciones iniciales, en la red del pro-
blema principal se cumple que vi(00) =07 (suponga que los valores de R, C1 y
Cz son los alli dados).
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Ejercicio 2.2.6. En la red de la figura, determine la ecuacidn diferencial para
calcular i(t). No se pide resolver esa ecuacion.

AW
R

i(t)

2.2.3. Red con dos condensadores, sin resistencia

Problema 2.3.

Lared de la figura es, igual que en el caso anterior, una red dindmica de segundo
orden; sin embargo, esta red tiene ademas una complejidad adicional cuando las
condiciones iniciales en ambos condensadores, antes de cerrar el interruptor, son
diferentes.

i(t) %’ Cy = 30[F)

t =0 Cz = 15[puF]
v1(0)" =2[V]

— | va(t) v2(0)* = —3[V]

C C,

En verdad, se puede argumentar que este tipo de red jamds se encuentra en la
préactica. Esta afirmacion estd sustentada en la observacién de varias idealizacio-
nes. La mas evidente es que se ha supuesto que los conductores que conectan los
condensadores, y el interruptor mismo, tienen cero resistencia. Sin embargo es
posible imaginarse esta red como un modelo, en un limite, de ciertas situaciones
reales (ver la variante de interés).

Para este problema se pide calcular las tensiones en ambos condensadores,
vt > 0.

Solucion

La dificultad en este problema surge porque, después de cerrar el interruptor,
ambas tensiones deben igualarse. En consecuencia, en el caso general, en un
tiempo infinitamente breve, la carga de los condensadores debe cambiar. En
cuanto a la corriente i(t) es posible afirmar que puede ser sélo diferente a cero
en t =0, ya que para t < 0 la corriente debe ser cero porque el interruptor esté
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abierto; por otro lado, para t > 0, también debe ser cero, porque si no lo fuera,
no se cumplirad la LVK.

El razonamiento de més arriba lleva a afirmar que la corriente deber contener
un impulso de Dirac. Recordemos que esta senal se caracteriza por tener un rea
finita, no nula (carga eléctrica en este caso) aunque su duracin es infinitesimal
y su amplitud es ilimitada.

Este es un caso en que la solucién, en el dominio del tiempo, se simplifica
si usamos el principio de conservacién de la carga. Este principio antecede a
la LCK, la que se deriva del mismo. Este principio nos dice que la suma total
de las cargas en los condensadores, se mantiene una vez cerrado el interruptor.
Definiremos como t = 0_ y t = 04 el instante inmediatamente anterior y el
inmediatamente posterior al cierre del interruptor, respectivamente. Entonces,
aplicando el PCC y la LVK para t =0, se llega a

v1(04) =v2(04) (2.36)
Civq (0) 4+ Cov2(0_) = Civi(0+) + Cov2(04) (2.37)

Esto lleva a

Civi(0y + Cov2(0-)
vi(04) =v2(04) = C)]+C2

As el cambio de carga en C, (igual al negativo del cambio de carga en Cy)
estd dado por

(2.38)

Az = Cav2(04) — Cava(0_) = (v1(0_) —v2(0_))Cs conCy = %

(2.39)
Naturalmente que este cambio de cargo sdlo puede deberse a una corriente de
la forma

|i(t) = Aq25p (1), | (2.40)

As las tensiones despus de cerrar el interruptor estn dadas por

A A
vi(04) = v2(04) =va(0_) + 232 — (0 - 292, (2.41)
Cz C]
numéricamente, se obtiene Aqz = 50 [uC], lo cual lleva a
50 1
50 1

Las expresiones (2.39), (2.40) y (2.41) merecen los siguientes comentarios

A diferencia de la LCK, el
principio de conservacion de
la carga (PCC) también rige
en sistemas distribuidos en el
espacio, tales como las antenas
y las lineas de transmision.
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No hay transferencia de carga si las tensiones de ambos condensadores son
iguales, antes de cerrar el interruptor.

La cantidad de carga transferida es igual al rea del impulso de Dirac. Este
es un caso particular del principio que indica que la carga transferida entre
dos puntos, en un lapso especificado, es igual a la integral de la corriente,
en el lapso dado.

Las tensiones en ambos condensadores experimentan un salto tipo escaléon
(positivo uno y negativo, el otro).

Conceptualmente, aunque no numéricamente, los resultados seran los mis-
mos si agregasemos una fuente de tensién en la red. sélo habran cambios
en las ecuaciones que se originan en la LVK.

Este problema se puede resolver en el dominio de la Transformada de
Laplace, sin recurrir explicitamente al PCC. Esta alternativa de solucién
se ilustrar en el Volumen 2.

Errores

En este problema, los errores que se suelen cometer son pocos, pero de va-

riada naturaleza

Error 1 Error de signo en la formulacién de la ecuacién obtenida por aplicacion

de la LVK, para t > 0.

Error 2 Errores numéricos que llevan a violacin del PCC. Para disminuir la

probabilidad de ocurrencia de este error conviene calcular v (0,) y v2(04)
en forma separada.

Error 3 Aplicar el principio de conservacién de la energia, en el sentido de

forzar que se cumpla

Civi(0.)? n Cav2(0-)%  Cyvi(04)? n Civi(04)2
2 2 B 2 2 '

En realidad, esta igualdad no se cumple, ya que en el balance de energia
falta un término originado en la circulaciéon de una corriente de amplitud
infinita a través de una resistencia de valor cero. Esto se puede calcular
sélo como un proceso limite, tal como se mostrar en la variante de interés
asociada a este problema

Una variante de interés

El problema principal puede interpretarse como el introducir un interruptor

en la red de la subseccin § con E =0 y R — 0. Esta situacin corresponde a la
red de la figura
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G G,

En esta red, una vez cerrado el interruptor, se aplica el resultado de las
ecuacién (2.22), con dos cambios obvios: E = 0 y la tensién vq aparece con
orientaciones distintas en las dos redes. As

MO w0 g O w0 ey
R R
Con 1™ = RCg, as las tensiones, para t — oo, quedan dadas por (ver ecuacién

(2.23))

i(0) =

vi(o0) = w1 (0) — 2 (2.45)
1
v2(00) = 2(0) + TV (2.46)
2
Con lo cual, las cargas en ambos condensadores estn dadas por
qi(o0) = q1(0) —Ti(0) (2.47)
qz2(00) = q2(0) + Ti(0). (2.48)

Note que el término Ti(0) corresponde exactamente a la variacién de carga
Aq2, cuya expresién aparece en (2.39). Veremos ahora lo que ocurre cuando
R — 0. Para empezar, la corriente dada en (2.44) tiende a un valor ilimitado en
t =0, y a un valor despreciable para t > 0, ya que T — 0. Por otro lado,

r@ $() dt = Ti(0) = Cy(v1 (0) —v2(0)).

La interpretacién es natural: la carga transportada por i(t), en el intervalo
[0,00) es independiente de R, y es igual a la variacién de carga Aq,. En otras
palabras, para R — 0, la corriente tiende a un delta de Dirac, exactamente igual
a la expresién que aparece en (2.40).

Analizaremos a continuacién el tema de la energia disipada en R, para R — 0.
Primero notamos que la potencia instantanea es

(v1(0) —v2(0))? ot/

pr(t) =i(t)°R = 2

Note que aqui no se hace la
diferencia entre O— y 04,
porque no hay discontinuidad
para R # 0.
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Por lo tanto la energia dispada en R, en el lapso [0, c0), estd dada por

* — 2
W(0,00) = J'o pr(t) dt = Cs(vs (0)2 v2(0))

Lo notable de esta expresién para la energia disipada en el resistor es que
no depende de R, por pequena que ésta sea. Es esta energia la que parece faltar
cal aplicar la ley de conservacion de energia cuando R = 0.
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2.3. Redes RL
2.3.1. Red RL con un inductor
Problema 2.4.

Considere la red de la figura, y los datos asociados. determine i (t) Vt > 0, si
se sabe ademds que if(t) = 2u(t) — 3u(t — to) [A], para to = 0,5 x 107% [s].

Ry i (t)
WWA
) Ry = 3[KQ]
() L(t) R, = 1KQ)
{ R; L i7(0) = 0,25[A]
t(t) L = 0,3[H]
Solucion
Al usar la LCK se obtiene
i(t) =11 (1) +12(t) (2.49)

Por otro lado, aplicando la LVK al camino cerrado formado por Ry, R, y L, se
obtiene

diy(t
Riii(t) =Raiz(t) + L léi ) (2.50)
Al usar (2.49) en (2.50), se obtiene finalmente
L diu(t) . Ry .
t) = t) vt>0 2.51
e Sa ) = () e (251)

En este problema, la fuente de corriente no es constante Vt > 0, sino que es
constante por intervalos. Entonces, la estrategia de solucién pasa por resolver
(2.51) para el lapso [0, to), usando 17 (0) como condicién inicial e i¢(t) =14 =2
[A]. Luego resolvemos para el intervalo [tg,00), usando i;(tg) como condicién
inicial e i¢(t) = I, = —1 [Al.

El valor de 1y resulta de
sumar 2u(t) con —3p(t — to).
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[0,to) La solucién tiene la forma

. RZ . RZ —t
t) = —F"1 0) ——F—1 To<t<t 2.52
1]() R + R, a+(12() R, + R, a)e St <t ( )
. L
nT=———
0 R—1+R;

[to,00) En este intervalo, la solucién se obtiene, a partir de (2.3)

R +R;

R>

i (t — T e (/T oy >t
() e b) >t

Iy + (iz(to) -

(2.53)

Si ahora reemplazamos los valores numéricos, obtenemos T = 0,75 x 10~% [s]
y e t/T =¢e2/3 =05134

. 0,5 —0,25et/T t € [0,to)
ht)=9q " (o) e (2.54)
—0,25 + (i1(to) + 0,25)e 0 t € [to, o0)
Grficamente, la sefial i1 (t) tiene la forma que se muestra en la figura.
0.4
|
0.2~ : i
< I
> o | 1
~ |
T -0.2F 1 .
|
-0.4 1 ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4
t, Tiempo [ms]

Estos resultados motivan los siguientes comentarios

= La senal de corriente en el inductor, i1 (t), es continua en el instante t = to.
Sin embargo, la tensién en el inductor no lo es, ya que esa tensién es
proporcional a la derivada de la corriente, y sta tiene un salto negativo en
t = to, tal como se aprecia en la figura.

= La corriente en el inductor tiende a un valor constante, lo cual implica que
la tensién en el inductor tiende a cero, as i1 (co) se puede calcular usando
la idea del divisor de corriente:

R2

i1(o0)
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= Ya que la corriente i1(t) es una funcién continua en t, y dado que la
fuente de corriente no lo es (tiene un salto de —3 [A] en t = to), entonces
necesariamente i (t) exhibe un salto en t = to, igual al salto de i¢(t).

= La constante de tiempo de la senial exponencial que aparece se puede
calcular examinando la red con la fuente independiente igual a cero.

s Una forma alternativa de calcular i;(t) es considerar que su valor esté
determinado por:

(i) La condicién inicial i1 (0)
(ii) Una fuente de corriente i1 (t) =2 [A] Vt >0

(iii) Una fuente de corriente if2(t) = —3 [A] Vt > to o, equivalentemente,
ip2(t) = =3p(t —to) [A] VYt > 0.

Entonces la corriente total se puede calcular usando la idea de superposi-
cion.

Errores

En este problema, los errores que se suelen cometer son
Error 1 Errores de signo en la aplicacién de la LCK y la LVK.

Error 2 Error de signo en el exponente de la exponencial, es decir, se obtiene
et/ en vez de e /7. Este error numérico genera un error conceptual, ya
que la exponencial debe ser decreciente, porque se origina en la conducta
natural de una red RL.

Error 3 Se obtiene una corriente i;(t) siempre acotada, pero con un salto o
discontinuidad. Este error implicara que la tensién en el inductor tendra
magnitud infinita en el instante en que se produce discontinuidad. A su
vez, esto implicara que la tensién, y por lo tanto la corriente, en Ry tam-
bién tendra magnitud infinita en ese instante. Se genera por lo tanto una
contradiccién con los datos, ya que if(t) es siempre acotada.

Error 4 Se obtiene una corriente 17 (t) que tiende a cero asintéticamente. Este
resultado indicaria que la tensién, y por lo tanto la corriente, en R, también
tenderia a cero asintéticamente. Sin embargo, dado que if(t) no tiende a
cero, no se cumplird la LCK.

Una variante de interés

Considere la red de la figura, que corresponde a la red original a la cual se ha
agregado un interruptor. Este interruptor se cierra en el instante t =t = 2ty =
10~ [s]. Se desea conocer i1 (t) e i3(t) ¥t > 0, con los mismos datos dados para
el problema principal.
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Ri i) i1 (t)
WWA
i2(t) t—t
(¢ R, T gL
(Y i3(t)

Cuando el interruptor estd abierto, es decir, para 0 < t < t;, la corriente
i3(t) es cero. Por lo tanto, en ese mismo lapso, la corriente i;(t) es la misma
calculada en el problema principal. Sin embargo, cuando el interruptor se cierra,
la tension en el inductor cae instantdneamente a cero, lo cual significa que la
corriente 17 (t) se congela en el valor que tena en t = ty, y ademads, i3(t) = —i;(t)
Vvt > t;. En consecuencia,

0,5 —0,25e/~ t € 10,t0)
i1(t) = ¢ —0,25 4 (i1 (to) +0,25)e(*"t)/T  t € [to, t7) (2.56)
—0,25 + (i1(to) —i—O,ZS)e(t]*tO)/T t e [ty,00)

2.3.2. Red RL con dos inductores

Problema 2.5.

Considere la red de la figura, y los datos asociados. Determine la expresién para
la potencia instantdnea, p(t), proporcionada por la fuente de corriente y las
corrientes en ambos inductores, Vt > 0.

ig(t)
11(t) () 1r(t) R = 3[KQ]
i1(0_) = —30[mA]
C/D L L R % V(t}, (0 ) = 25[mA]
I, Ly = 04[H]
L, = 0,2[H]

I, =70[mA]
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Solucion

Al aplicar la LCK se obtiene

. . . v(t) _ o dig(t) | dia(t) T dv(t)
b)) =tt)+it) + = = 0= ——+— . (2.57)
Usando luego el tercer postulado para los inductores se llega a
1 d\)(t) L]Lz
p— = 2.
R at L W0 (2.58)

Esta es una ecuacion diferencial homogénea de primer orden, cuya solucién

Al derivar se ha usado el dato
que i¢(t) es constante.

es
v(t) =v(0)e /" (2.59)
donde
. . . L
0) = 0) —11(0) —1i2(0))R =—— 2.
v(0) = (54(0) ~1(0) ~L2(0)R ¥ 7= (2.60)
Asi la potencia instantanea entregada por la fuente de corriente es
p(t) = v(t)ig(t) =v(0)Ipe Y™ vt >0 (2.61)
Por su parte, las corrientes en los inductores estan dadas por
1t 1t
i1(t) = L—J v(n)dn = L_J' v(n)dn + 17 (0) (2.62)
1J- 1.Jo
1t 1t
Rt =1 | vindn = | vidn+ i2(0) (2.63)
I_z — 0 Lz 0
Luego usando la expresién calculada para v(t), se obtiene
0
i(t) = T‘i( ) (1—e Y +1;(0) Vt>0 (2.64)
1
0
i, (t) = T\;_( ) (1— eit/T) +12(0) Vt>0 (2.65)
2
Al aplicar los valores numéricos se obtiene
L,L 2
=12 [ms] (2.66)

(L + )R~ 45

con lo cual se llega a



No hay degeneraciones.
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p(t) = 15,75 22500t (W] (2.67)
i1(t) = 25(1 — e 22590t) _ 30[mA] (2.68)
iz(t) = 50(1 — e 22590t) 4 25[mA] (2.69)

Los resultados motivan los siguientes comentarios

= Las corrientes en los inductores son continuas en t = 0, es decir, i1(0_) =
11(04) e i2(0_) = 12(04). Ello se puede demostrar por el argumento del
absurdo: suponga que una de las dos corrientes salta en t = 0, entonces v(t)
deberia contener un delta de Dirac, y lo mismo ocurriria con la corriente
en el resistor. Sin embargo, si asi fuese, entonces no se satisfaria la LCK.

= La tension tiende asintéticamente a cero, ya que las corrientes en los in-
ductores tienden a valores constantes.

= La potencia entregada por la fuente es siempre positiva, es decir, efecti-
vamente la fuente entrega potencia Vt > 0. Sin embargo este resultado se
derivo de los valores numeéricos especificos de las condiciones iniciales. Por
ejemplo, si i2(0) = 120 [mA], entonces v(0) = —60 [V], y la fuente estarfa
efectivamente recibiendo potencia Vt > 0.

= El hecho que hayan dos inductores en esta red no aparece explicitamente
en la expresién para v(t), ya que se obtendria el mismo resultado si en vez
de dos inductores, existiese uno solo, de valor L1L,/(L;+L3), con corriente
inicial 17 (0) + i2(0).

Errores

En este problema, los errores que se suelen cometer son muy similares a los
del problema anterior:

Error 1 Errores de signo en la aplicacién de la LCK y la LVK.

Error 2 Error de signo en el exponente de la exponencial, es decir, se obtiene
et/ en vez de e /7. Este error numérico genera un error conceptual, ya
que la exponencial debe ser decreciente, porque se origina en la conducta
natural de una red RL.

Error 3 Se obtiene una tensién v(t) que tiende a un valor constante distinto
de cero. Eso significaria que la primera derivada de las corrientes en los
inductores tenderia a un valor constante distintos de cero, en ambos in-
ductores, lo cual implicaria que las corrientes crecerian sin limite y en el
mismo sentido, lo cual no permitiria cumplir la LCK.

Error 4 Se obtiene que las corrientes en ambos inductores tienden a cero. Ello
significaria que toda la corriente de la fuente constante se iria a través del
resistor, lo que a su vez generaria una tensién v(t) que no tenderia a cero.
Ello seria erréneo por la razones dadas en el Error 3.
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Error 5 La suma ij(00) 4+ i2(0c0) resulta distinta de I,. Ello implicarfa que
v(oo0) # 0, lo que es imposible, de acuerdo al analisis precedente.

Error 5 Partir suponiendo que la tensién en la fuente de corriente es cero Vt >
0.

Una variante de interés

Suponga que en la red original se reemplaza la fuente de corriente por un
interruptor, el que se abre en t = 0, tal como se muestra en la figura. Se desea
conocer las expresiones para v(t), i1 (t) e 12(t), vVt > 0.

En el problema original, la fuente de corriente imponia un valor I, para la
suma i1 (t)+1i2(t)+1igr(t). El interruptor abierto obliga a que la suma i (t)+1;(t)
sea 0, YVt > 0. El problema es que esta ultima restricciéon genera una disconti-
nuidad de las corrientes en t = 0, ya que i1(0_) +12(0_) # 0. Necesariamente Esta es una red con una
aparece, entonces, un delta de Dirac en la tensién v(t). A similitud del prin- degeneracion.
cipio de conservacién de la carga existe el principio de conservacion del flujo
magnético, lo que se expresa en

Ly (0-) + L2i2(0-) = Liis (04 ) 4+ L2i2(04) (2.70)
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Capitulo

METODOS GENERALES DE
ANALISIS.

3.1. Introduccion

En este capitulo desarrollamos problemas donde el objetivo es construir un mo-
delo matematico consistente, es decir un conjunto de ecuaciones linealmente inde-
pendientes, las que al ser resueltas llevan a determinar el valor (funcién del tiempo,
generalmente) de un conjunto de variables de la red . Este conjunto, que se conoce
como base de andlisis, permite a su vez, calcular todas las tensiones y corrientes
de la red. Lo que diferencia un método de otro es la base de anilisis que se usa
y, como consecuencia, el orden en que se aplican los tres postulados que rigen el
comportamiento de las leyes eléctricas que nos interesan. Un caso particular es el
método de mallas, el que no se aplica a redes planas, es decir, redes que se pueden
dibujar en un plano sin que se crucen conexiones.

Cuando la red tiene sélo resistores y fuentes (controladas y/o independientes),
el modelo matemdtico que resulta de aplicar un método general, es un conjunto de
ecuaciones algebraicas lineales de coeficientes constantes, en el que las incégnitas
son las variables de la base. En el caso de una red en la que aparezcan inductores y/o
condensadores se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales no-homogéneas,
lineales y de coeficientes constantes.

Para resolver los problemas en este texto se usaran los métodos de mallas o
nodos. En el andlisis de redes dindmicas, por simplicidad se usarad la notacién de
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operadores:
Df(t) = dz—(tt) (3.1)
D 'f(t) = Jt f(t)dt (3.2)

En un primer curso de redes eléctricas no se manejan herramientas para resol-
ver numéricamente los modelos matematicos de redes dindmicas. La excepcidn es
cuando las excitaciones son sinusoidales, la red es lineal y estable e interesa sélo
el estado estacionario. Para el caso de excitaciones arbitrarias, consideraremos el
anélisis completo cuando obtenemos un modelo matemdtico consistente, es decir,
donde hay tantas ecuaciones dindmicas (con derivadas e integrales) linealmente in-
dependientes, como incégnitas. Este modelo serd expresado usando los operadores
definidos en (3.1) y (3.2). En esta formulacidn, las condiciones iniciales en inductores
y condensadores quedan implicitas..

El modelo que resulta usualmente, estd compuesto por un conjunto de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, lineales, de coeficientes constantes y no homogéneas.
El estudiante que maneja Mathematica con soltura, puede resolver esas ecuaciones
numérica o simbdlicamente usando el comando

DSolve[{eqn, eqna,...{y1,yz2,.. ., ]

Donde eqnq,eqna,... son las ecuaciones diferenciales que resultan al aplicar
uno de los métodos de anilisis; y1,Y2z, ... son las sefales a calcular.

En el Apéndice 7?7 se ilustra un caso simple, en un sistema con dos ecuaciones
diferenciales que se pueden reducir a una ecuacién diferencial.
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3.2. Meétodo de mallas en redes resistivas.

3.2.1. Red resistiva con fuentes de tension.

Problema 3.1.

Considere la red resistiva de la figura. Determine las ecuaciones finales del
método de mallas, exprese en forma matricial. Finalmente resuelva para calcular
la potencia entregada o recibida por cada fuente.

veio(t) veo(t)
O O
R % Rs Re % Rs ve7(t) = 6[V] veg(t) = 10[V]
I EEWY veo(t) = 12[V] ve1o(t) = 10[V]
MRN A R1 = 1000[Q)] R2 = 800[Q]
2 veg(t)
I R3 = 2000[Q] R4 = 500[Q)]
R5 =1000[Q R6 = 700[Q
W00 g z

Solucién

Primero debemos definir las corrientes de mallas. Las elegimos todas en el
mismo sentido, para facilitar la construccién del modelo matematico. El resul-
tado de esta eleccion se muestra en la figura siguiente

+—~Vrio(t) N
~ ~ vre(t)
Ry % i(t) SRs [ ip(t) % Rs
I R4
w + ~ stw
iy (1)
MAA ()

Plantearemos la ecuacién de tensiones (aplicacién de LVK) para la malla
«, reemplazando simultdneamente la tensién en cada elemento, por su valor
conocido (si se trata de una fuente de tensién independiente) o por una expresién
en las corrientes de malla, si se trata de un resistor. Consideraremos positivas
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aquellas tensiones que estan en referencia combinada con la corriente de malla
i« (t); entonces resulta

Ryia(t) + Ra(ia(t) — iy (t)) + R3(i(t) — iy (1)) + vbr1o(t) =0 =
(R1 + Rz + R3)ia(t) — Raiy (t) — R3iy (1) = —vero(t)  (3.3)

Lo tinico relevante es que se Para la malla 3 se repite el proceso, ahora se consideran positivas las ten-

respeten las orientaciones siones que resultan en referencia combinada con if3(t). Asi, obtenemos
relativas de las tensiones

R3(ip(t) —ia(t)) + Ra(ip(t) — iy (1)) + Rsip(t) —ves(t) +veo(t) = 0 &=
—R3Bx(t) + (R3 + Ry + Rs)iﬁ (t) — R4iy (t) = veg(t) —veo(t) (3.4)
Finalmente, se aplica la misma idea a la malla vy, considerando como ten-

siones positivas, aquellas que se generan en referencia combinada con i, (t).
Entonces la ecuacion correspondiente resulta

R2(iy(t) = ia(t)) + Ra(iy(t) —ip(t)) + Reiy (t) +ves(t) — vz (t) = 0 &=
—Roin(t) — Raip(t) + (R2 + Rs + Re)iy (1) = —ves(t) +vez(t)  (3.5)

Los resultados precedentes se pueden expresar, ordenadamente, en forma
matricial, como se muestra a continuacién:

R1+ Rz +R;3 —R3 —Rz ia(t) —Vﬂo
—R3 R3+Rs+Rs —R4 ig(t)| = | veslt —Vf9 ()
—R> —R4 R+ Rs+Reg| |iy(t) —veg(t) + ver(t)
(3.6)
Al reemplazar los valores numéricos dados, se llega a
38 =2 —=0,8] [i«(t) 10
-2 35 05| |ig(t)| =—10"3|2 (3.7)
-0,8 —0,5 2 i, (t) 4

De donde al resolver (usando MATHEMATICA ) se llega

in(t) = —6,626mAl; ig(t) = —5208mAl; i, (t) :—5,952[mA]‘ (3.8)

A partir de estos valores, las potencias entregadas por las cuatro fuentes son

pr(t) = ver(Diy(t) = —35,71mW]  ps(t) = vis(t)(ip(t) — iy(t)) = 7,44[mW)
‘pg(’[) = —Vm(t)iﬁ (t) = 62,50[mW] Pio(t) = —Vﬂo(t)iﬁ (t) = 66,26[mW]
(3.9)

Los resultados obtenidos y la técnica de analisis, merece los siguientes co-
mentarios:
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= La eleccion de corrientes de malla con la misma orientacion, no es un
requisitro del método de mallas, sino que una eleccion, que facilita la
formulacién del modelo directo. Si se observa la ecuacién matricial (3.6),
se aprecia la estructura bien definida de la matriz de resistencias: todos
los términos de la diagonal son positivos, y los de fuera de la diagonal
son negativos. Si uno cambiase la orientacién de una de las corrientes,
esa caracteristica se alteraria; por ejemplo, si cambidsemos el sentido de
1B(t), todos los términos de la segunda columna de la matriz de resistencias
cambiarian su signo.

= La matriz de resistencias en (3.6) resulta simétrica; ello siempre ocurre en
una red resistiva en la que no hay fuentes controladas y en donde todas las
corrientes de mallas se han definido con la misma orientacién. La presencia
de fuentes controladas usualmente (no siempre) rompe esa simetrfa, como
se observara en la variante de este problema.

= El vector de excitaciones en el lado derecho de (3.6) tiene una lectura
simple: las fuentes de tensién independientes aparecen con signo positivo
si en la malla correspondiente impulsan la corriente de malla respectiva,
es decir, si la corriente de malla sale del lado positivo de la fuente. En caso
contrario, la fuente aparece con signo negativo.

Errores

Error 1 Tipicamente, se suelen omitir términos en la ecuacién de LVK en las
mallas. Para disminuir la posibilidad que ello ocurre, la formulacion direc-
ta, que lleva a (3.6) permite revisar que no ha ocurrido esa omisién.

Error 2 Se cometen errores de signo en la expresion para la tension en resistores
compartidos por dos mallas vecinas. Esto se detecta en la estructura de la
matriz de resistencias en (3.6) (ver observacién més arriba).

Error 3 Se suelen omitir, y/o cometer errores en los signos de las fuentes de
tension independientes.

Una variante de interés

Supongamos que se sustituye la fuente de tensién independiente 10 por una
fuente controlada, tal como se muestra en la figura, donde vc10(t) = T101x(t),
Tio = 600.
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+ +/\

Vero(t) ~ Vo (t)
R, G{t) R [(is() =Rs
R4
—~
w + ~ stw
(1) )

M——)

Re + vz ()

Inicialmente tratamos la fuente controlada como si fuese una fuente inde-
pendiente; entonces la ecuacién de la malla « se convierte en

(R1 +R2 + R3)in(t) — Raiy (t) = R3iy (t) = —veio(t) (3.10)

Naturalmente que no podemos dejar el modelo en esa forma porque entonces
tendriamos tres ecuaciones en cuatro incégnitas (las tres corrientes de mallas
maés la tensién vcqo(t). Necesitamos una cuarta ecuacion, para agregar a las ya
obtenidas, o para eliminar la nueva incégnita. En este caso, la informacién que
no hemos utilizado es la expresion del Tercer Postulado para la fuente 10. Esa
expresion es

vero(t) = T1oix(t) = —T10iy (1) (3.11)
Entonces, al reemplazar (3.11) en (3.10), se llega a

R1 + Ry +R3 —R3 —Ry—110 | i (1) 0
—R;3 R3 +Rs +Rs —Ry ig(t)| = | vrs(t) —vro(t)
—R> —R4 Rz +Rs+Reg| |iy(t) —vsg(t) +vez (1)
(3.12)
y numéricamente
38 -2 —147 [ia(t)] 0
-2 35 —05]| |ig(t)| =—1073 |2 (3.13)
08 —05 2 | [iy(t)] 4

a partir de lo cual se obtiene (usando M ATHEMATICA )

i) =—2,862[mAJ; ip(t) =—2,756[mA]; iy(t) = —3,833mA]| (3.14)

Es interesante observar la matriz de resistencias en (3.12); ya no es simétrica,
como en el problema original. Ello se debe precisamente a la fuente controla-
da; sin embargo es conveniente tener presente que la asimetria sélo se puede
presentar en redes con fuentes controladas; pero no es suficiente, es decir, hay
redes que, teniendo fuentes controladas, mantienen la simetria en la matriz de
resistencias del método de mallas.
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3.2.2. Red resistiva con fuentes de tensién y de corriente.

Problema 3.2.

Considere la red resistiva de la figura. Determine las ecuaciones finales del
método de mallas, exprese en forma matricial. Calcule la potencia instantanea
recibida o entregada por la fuente de corriente.

Vf3(t)/\ + + ~Vra(t) v3(t) = 20 cos 30t[V]
7 vea (t) = 30sen030t[V]
Ri = @ R, ir5(t( = 5[mA]
irs(t) R1 = 1000[Q]
R2 = 2000[Q]
Solucién

En este problema, la dificultad esencial es que, en una fuente ideal de corrien-
te no existe una relacién de Tercer Postulado que permita expresar la tension
en esa fuente, como funcién de la corriente de la fuente. Esta dificultad aparece
de inmediato al aplicar método de mallas, porque alli se empieza por aplicar
LVK, y luego se necesita reemplazar las tensiones en funcién de las corrientes o
de funciones conocidas (en el caso de fuentes independientes de tensién). Una
manera de resolver este problema, para una fuente con q fuentes independientes
de corriente se desarrolla en tres pasos

Paso 1 Asigne a cada fuente independiente de corriente una tensién, se obtie-
nen q tensiones suplementarias.

Paso 2 Formule el método de mallas, tratando esas tensiones suplementarias
como si fuesen fuentes independientes. Esto genera un sistema de ecuacio-
nes que tiene q incégnitas mas que el nimero de ecuaciones.

Paso 3 Agregue las q ecuaciones de restriccién que se generan al aplicar el
Tercer Postulado para cada fuente independiente de corriente. Asi se logra
un conjunto consistente de ecuaciones.

Para aplicar la idea desarrollada previamente, consideremos la red con las
variables definidas en la figura
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ve3(t) + + ve4(t)

Ri = ia(t)i@ (1) S g,

Al aplicar el método de mallas se obtienen las siguientes ecuaciones

Riig(t) = ve3(t) +vs(t) (3.15)
Rzig, (t) = —v4(t) —vs(t) (316)

Asi obtenemos dos ecuaciones, en tres incognitas. Pues bien, falta utilizar la
informacién que tenemos sobre la fuente de corriente, ella es

ir5(t) = —ia(t) +ip(t) &= 1p(t) = irs(t) +1a(t) (3.17)

Ahora podemos reemplazar ig(t), llegando a
Rita(t) —vs(t) =ves(t) (3.18)
Raia(t) +vs(t) = —vea(t) — Raies(t) (3.19)

Estas ecuaciones se pueden expresar en forma matricial, en la forma

Ry 1] (0] _ vis(t)
[Rz 1 :| |:V5(t):| N [_VM(t) —Rzif5(t)] (3.20)
Numéricamente
1000 —T1] [ia(t)]| _ 20 cos 30t
LOOO 1 ] [VS(tJ N {—308en030t[V] — 10} (3.21)

Al resolver numéricamente, se obtiene

ia(t) = 23—0 cos 30t — 10seno 30t — 10[mA];  vs(t) = —? cos 30t — 10seno 30t — —[V/]

(3.22)

y usando (3.17) se obtiene

ig(t) = 23—0 cos 30t — 10seno 30t + 5[mA] (3.23)

Esta resolucién merece los siguientes comentarios:
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= La sustitucién de una variable en funcién de las otras dos no es estricta-
mente necesaria, ya que se puede formular un sistema de tres ecuaciones
linealmente independientes, en tres incégnitas. Asi el modelo matemaética
resultaria

Ri 0 —T| [i(t) ve3(t)
0 Ry 1| |igt)| = [—vealt) (3.24)
-1 1 0 [vs(t) ifs(t)

= Dado que la fuente de corriente es el Unico elemento compartido, en las
dos primeras ecuaciones no hay términos cruzados, es decir, en la ecuacién
de una malla no aparece explicitamente la corriente de la otra malla.

= La fuente de corriente establece una ecuacién de restriccién que afecta a
las dos corrientes de mallas, ella es la tercera ecuacion.

Errores

Error 1 Un error muy comun es que, en forma axiomética se asigna tension
cero a la fuente de corriente. Ello puede ocurrir en algin caso particular;
pero no es la situacién general. Se puede visualizar lo erréneo que es esa
asignacion, en el caso general, si se considera que si fuese correcta, entonces
las fuentes de corriente no entregarian ni recibirian potencia.

Error 2 Se suelen omitir, y/o cometer errores en los signos de las fuentes de
tension independientes.

Error 3 Errores numéricos. En todo caso, un chequeo bésico es verificar que
todas las senales del lazo deben ser una combinacién lineal de todas las
fuentes.

Una variante de interés

Supongamos que se sustituye la fuente de corriente independiente por una
fuente de corriente controlada, tal como se muestra en la figura, donde ic5(t) =

Bsix(t), Bs = 3.

Vf3 (t)m + + Vf4(t)
_/
E Ci4\ WCE
i (1) vs(t) | les(t

En esta variante, lo tinico que cambia es la ecuacién de restriccién, la que
ahora es
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ies(t) = Bsix(t) = Bsia(t) = —la(t) +ip(t) & (Bs + 1ix(t) =1ip(t) (3.25)

Entonces el modelo matematico resultante es

R4 0 —1] [i«lt) vez(t)
0 R> 1 ig (t)| = |—vsalt) (3.26)
Bs+1 —1 0 vs(t) 0

Al resolver numéricamente (usando MATHEMATICA ) se obtiene

. 1 1
ix(t) = 50 cos(30t) — 300 seno(30t) (3.27)
. 2 1
ig(t) = 275 cos(30t) — - seno(30t) (3.28)
160 10
vs(t) = 5 cos(30t) — 3 seno(30t) (3.29)
Este andlisis tiene que ver con Observe que ninguna de estas sefiales tiene una componente constante, como

linealidad ocurria en el problema original. Esta ausencia se debe a que ya no esté la fuente
independiente de corriente i5(t) que forzaba la presencia de esa componente
constante.

3.3. Meétodo de mallas en redes dinamicas.

3.3.1. Red dinamica con fuentes de tension.

Problema 3.3.
Considere la red dinamica de la figura. Determine las ecuaciones finales del
método de mallas, exprese en forma matricial.

Rq L,
W dON
vro(t) = 12[V]
TN A Y v1o(t) = 20 cos(1000t)
Le R2 L Rs R; = 1000[Q)] R, = 800[Q)]
+ Cs T Ry =2000[Q)] R4 = 500[Q)]
<>Vf9(t) R4 Vﬂo(t)<> Rs = 100010 Ls =01
o L, — 0,2[H] Cg = 2[uF]
R3
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Solucion

Primero debemos definir las corrientes de mallas. Las elegimos todas en el
mismo sentido, para facilitar la construccién del modelo matematico. El resul-
tado de esta eleccién se muestra en la figura siguiente

R; L,
VW TR000"
ia(t)
=000 — AW VW
Lg Rz L RS
+ Cs +
O (s ] (b0 O
vo(t) R, veo(t)
VWA
R3

Plantearemos la ecuacién de tensiones (aplicacién de LVK) para la malla «,
reemplazando simultdneamente la tensién en cada elemento, por su valor cono-
cido (si se trata de una fuente de tensién independiente) o por una expresién en
las corrientes de malla, si se trata de un elemento pasivo (R, L o C). Conside-
raremos positivas aquellas tensiones que estan en referencia combinada con la
corriente de malla i (t); entonces resulta

Riia(t) + Ly Dia(t) + Rs(ia(t) — ip (1) + Ra(ia(t) — ig (1))
+ LD (ia(t) —iy(t) =0 (3.30)

Para la malla 3 se obtiene

LeD(ip(t) —ia(t)) + Ra(ip(t) —ia(t)) + CLSDA (ig(t) —iy(t))+

Ralig(t) — iy (1)) + Rsip(t) —vio(t) =0 (3.31)

Finalmente, para la malla vy se llega a

Rs(iy(t)—icx(t))ﬂu(iy(t)—iﬁ(t))+Clglr1 (iy () —ip(£))+vero(t) = 0 (3.32)

Podemos escribir matricialmente las tres ecuaciones precedentes, ello arroja
como resultado
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Ry +R2+Rs5+LgD + LD —R, —LgD —R5

1 1
—R, —LgD R2 +R3 + Ry + —D! —R4——D*1
p ©8 ) )
—R —Rs— —D! R R —D!
5 4 Cs 4+ Rs + Cs

1a(t) 0
iﬁ (t) = Vfo (t) (333)
iy (1) —Vs10(t)

Reemplazando valores numéricos se llega a

2800 + 0,3D —800 —0,1D —1000 ia(t) 0
—800 —0,1D 3300 +5%10°D " —500—5x10°D | |ig(t)| = 12

—1000  —500—5%10°D~" 1500+ 5% 105D | |i,(t) —20cos(1900t)
(3.34)

Los resultados obtenidos merecen los siguientes comentarios

= Tal como se senalé en la introduccién, en este curso no se han estudia-
do ain las herramientas para resolver el problema. Lo que si podemos
anticipar es que cada una de las corrientes de mallas se podria calcular
a partir de una ecuacién diferencial lineal, de coeficientes constantes, de
tercer orden, no homogénea. Lo de tercer orden aparece porque hay tres
componentes con capacidad de almacenar energia, y no hay restriccion
alguna para asignarles energifa inicial arbitraria a cada uno.

= En el modelo (3.34), las condiciones iniciales estan implicitas y sélo serd
necesario conocer sus valores numéricos si es que se ataca la tarea de
resolver la ecuacién diferencial para cada una de las senales incégnitas, es
decir, las corrientes de mallas.

» Dada la eleccién de corrientes de mallas (todas en un mismo sentido) la
matriz de coeficientes del método de mallas resultra simétrica.

= Los ntmeros que aparecen en (3.34) lucen muy diferentes unos de otros.
Ello se debe a que se han usado componentes de valores razonables, en el
Sistema Internacional de medidas (S.I.). Si en vez de usar el S.I., usara-
mos otras unidades, que forman un sistema consistente, esos ntimeros se
verian comparable. En particular, para tiempo, frecuencia, voltaje, corrien-
te, resistencia, capacitancia e inductancia podriamos usar [ms], [mHz], [V],
[mA], [KQ], [uF] y [H], respectivamente. Con esta seleccién de unidades,
la ecuacién (3.34) se convertiria en

28+03D —0,8—0,1D —1 1o (t) 0
—0,8—0,1D 33+05D" —05-05D""| |ig(t)] = 12
1 —0,5—05D""  15+05D" | |iy(t) —20cos(1,9t)

(3.35)
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Errores

Error 1 Los errores més frecuentes aparecen al aplicar el Tercer Postulado para
inductores y condensadores.

Error 2 Se suelen omitir, y/o cometer errores en los signos de las fuentes de
tension independientes.

Error 3 Se suelen omitir voltajes en la aplicaciéon de LVK en cada malla

Una variante de interés

Supongamos que se sustituye la fuente de tensién independiente 10 por una
fuente controlada de tensién, tal como se muestra en la figura, donde vc19(t) =
x10Ve(t), oo = 2.

R |
WA /0000
ve(t) i (t)

vro(t) R4 Vero(t)

N
U
-
o)
= =
(@)
o]
s
=
+

El cambio respecto del problema menor considera tres pasos, respecto de la
ecuacién matricial (3.33)

= Reemplace v¢10(t) por veio(t)
= Exprese vcio(t) como

Vero(t) = x10ve(t) = a1oLeD(ia(t) — iy (1)) (3.36)

= Reemplace la ecuacién precedente, llevando el término al lado izquierdo
de (3.33)

Siguiendo esos pasos se llega a

Ry +R2+Rs +LgD + L;D —Ry, —LgD —Rs
1 1
—R, —LgD R, +R3+ Ry + —D! —R4——D"
p e p &
—Rs5 + a10L6D —R4y— =D Ry +Rs + =—D" — x19LsD
Cg CS
i (1) 0

ig(t)| = |veolt)| (3.37)
() 0
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Es interesante observar que la fuente controlada rompe la simetria de la
matriz de mallas, que se anoté en el problema original.

3.3.2. Red dinamica con fuente de corriente.

Problema 3.4.
Considere la red dinamica de la figura. Determine las ecuaciones finales del
método de mallas, exprese en forma matricial.

Ry vez(t)
A O~
G R, SRy vr(0=12V]  ig(t) =5mAl
T R; = 1000[Q] R, = 800[Q]
—
Ls = 0,2[H] Cg = 2[uF]
W
R4

Solucién

Para la solucién de este problema definimos las corrientes de mallas, como
se muestra en la figura

Ry Vf7(t)/\ +
_/
_1Ce (ial(t) g, ip(t) %R3
/m\ 1f8(t) @
ks va 1)
G
VWA
R4

La principal dificultad en este caso es que no existe una relacién de Ter-
cer Postulado que ligue directamente la corriente y la tensién en la fuente de
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corriente; por ello no podemos expresar la tensién en ella, en funcién de la co-
rriente. La estrategia a seguir es, inicialmente tratar el voltaje vg(t) como si
fuese una fuente de tension. Esta estrategia entrega como resultado un conjunto
de tres ecuaciones linealmente independientes, en cuatro incégnitas: las tres co-
rrientes de mallas més la tensién vg(t). Para obtener un sistema consistente de
ecuaciones, debemos agregar otra ecuacién l.i. sin agregar incognitas; para ello,
aplicamos el Tercer Postulado de la fuente de corriente.
Para la malla « se obtiene

gjfhdﬂ+RﬁAﬂ+bDﬁAﬂ—wﬁD+hﬁdﬂ—%ﬁn=0 (3.38)
Para la malla 3 se obtiene

RzD(iB (t) —ia(t)) + R3ip (t) —vezr(t) —vg(t) =0 (3.39)
Finalmente, para la malla y se llega a
Raiy (1) + LsD(iy (1)) — ia () +vg(t) = 0 (3.40)

Podemos escribir matricialmente las tres ecuaciones precedentes, ello arroja
como resultado

Ri +Ry+LsD + ClDil —R3 —LsD 1a(t) 0
R, 6 R, + R 0 ?B (t)| = |ver(t) +vs(t)
—LsD 0 Ry+LsD) (Y —vs(t)
(3.41)
La ecuacién que falta es
irg(r) = Ly (t) —ip(t) (3.42)

Asi, se obtiene un modelo consistente, el que se expresa matricialmente como

1
Ry + Ry + 5D + —D! —R3 —L5D 0 1a(t) 0
Co ig (1) 0
—R, Ry+Rs 0 —1| |t _|ve
~LsD 0  Ri+LsD 1| W] |0
0 1 1 o | Lvs(t) irs(t)
(3.43)
Reemplazando valores numéricos se llega a
1800 +0,2D +5-10°D~"  —800 —0,2D 0 1 (t) 0
—800 2800 0 1| |iglt)| | 12
—0,2D 0 500+ 0,2D 1 ()] | O
0 —1 1 0 vs(t) 0,005
(3.44)

Los resultados obtenidos merecen los siguientes comentarios
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= La solucién de este sistema de ecuaciones requiere conocer dos condiciones
iniciales: la corriente inicial en L5 y la tensién inicial en Cg.

= El modelo matematico pudo haber se planteado, desde un comienzo, sélo
para dos mallas. Por ejemplo se pueden analizar las mallas « y 3, y la
corriente i, (t) se reemplaza por ifg(t) + ig(t) en las ecuaciones (3.38) y
(3.39).

Errores

Error 1 Los errores més frecuentes aparecen al aplicar el Tercer Postulado para
inductores y condensadores.

Error 2 Se suelen omitir, y/o cometer errores en los signos de las fuentes de
tension independientes.

Error 3 Se suelen omitir voltajes en la aplicaciéon de LVK en cada malla

Error 4 Asignar, desde un comienzo, voltaje cero, Vt > 0, a las fuentes de
corriente.

Una variante de interés

Supongamos que se sustituye la fuente de corriente independiente 8 por una
fuente controlada de corriente, tal como se muestra en la figura, donde i.g(t) =

Bsis(t), Bs = 3.

El cambio respecto del problema menor considera tres pasos, respecto de la
ecuacién matricial (3.41)

s Exprese icg(t) como icg(t) = —Psgin(t)
= Use la expresién anterior en (3.42) para llegar a

iy (t) —ip(t) = —Bsia(t) < Psialt) —ip(t) +iy(t) =0  (3.45)
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= Agregue la ecuacién precedente en (3.41), con lo que se obtiene

1
R1 +Rx +LsD + C—Dil —R; —LsD 0 i (t) 0
—R; ° R + R 0 1| [t _ |ver (D)
—LsD 0 Ry +LsD 1 iy (t) 0
Bs —1 1 o | Lvs(t) 0
(3.46)

3.3.3. Red dinamica con fuentes de corriente, de tensién
y con fuentes controladas.

Problema 3.5.

La red dindmica de la figura incluye todos los elementos considerados en los
problemas anteriores. Para esta red se pide determinar las ecuaciones finales del
método de mallas, y expresarlas en forma matricial.

i7(t)
@ Veg(t) = 1sis(t)
ico(t) = govx(t)
R> ves(t)  R3
n WA
Vi (t) i5(t)
Ry
f— ﬂ\
]_4 C5 ic‘?(t)
vee(t)

Solucion

El tratamiento por mallas se hara en el predicamento que estd subyacente en
todo este capitulo: interesa calcular todas las variables de la red, sin hacer ningin
tipo de transformacion previa, ni aplicar relacion de equivalencia alguna. Para
ello definimos cuatro corrientes de mallas, como se indica en la figura. Ademas,
para las dos fuentes de corriente (la independiente 7 y la controlada 9) se han
definido los voltajes v7(t) y vo(t) respectivamente. Inicialmente, esos voltajes se
tratardan como si fuesen fuentes de voltaje independientes; igual tratamiento se
dard a la tensién v.g(t).
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v7(t)
~
@ i7(t)
i (t) Veg(t) = Tsis(t)
ico(t) = govx(t)
R> Vc8(t) R3
MW VWA :
+ i5(t)
Vx(t)
Ry .
- YO D vt
vee(t) L4 Cs | ico(t)

La ecuacion asociada a la malla « es

R2(ia(t) —ip(t)) +v7(t) + R3(in(t) =iy (t)) +ves(t) =0 (3.47)

A su vez, para la malla 3

Riig(t) + Ra(ip (1) —ia(t)) —ves(t) + LaD(ip(t) —iy(t)) —ves(t) =0 (3.48)

Para la malla y resulta

LaD(iy (t) = ip (1)) + R3(iy (1) = ia(t)) + CsD 7 (iy (1) —15(t) =0 (3.49)

Finalmente, para la malla d se obtiene

CsD ™' (i5(t) — iy(t)) —vo(t) =0 (3.50)

Ordenando matricialmente estas ecuaciones obtenemos

R +R3 —R2 —R3 0 in(t) —v7(t) —ves(t)
—R5 R;i + Ry + 14D —L4D 0 ig(t)| _ | veelt) +ves(t)
—R3 —[4D R; + 14D + C5D7] —C5D7] iy(t) 0

0 0 —CsD! CsD! is(t) vo(t)

(3.51)

Se observa que tenemos un sistema de cuatro ecuaciones linealmente in-

dependientes, en siete incognitas. Necesitamos tres ecuaciones l.i. adicionales;

ellas deben provenir de la informacién no usada: el Tercer Postulado pata las

dos fuentes controladas y para la fuente independiente de corriente. Estas ecua-
ciones son
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ir7(t) =i(t) (3.52)
ves(t) = Tsis(t) = s(iy (1) — i5(t)) (3.53)
feo(t) = —is(t) = govx(t) = go(Raia(t) — R2ig(t) — Riig(t)) (3.54)

= goRais7(t) — go(R1 + R2)ig (1) (3.55)

La primera ecuacién permite eliminar una de las incégnitas, ya que iq(t)

se hace conocida; las otras dos agregan las ecuaciones que se necesitan para
obtener un modelo matemético consistente. Al incorporar estas dos ecuaciones
en (3.51), se llega a

—R3 —R3 + 713 —Tg 1 0
Ri + Ry +L4D —[4D —1g T8 0 0
—L4D Ri+L4D+CsD™' —CsD™' 0 0 |e
0 —CsD! CsD' 0 —1
go(Ry +R2) 0 —1 0 0
ig(t) —(R2 4+ R3)is7(t)
iy (1) vre(t) + Raifz(t)
is(t) | = R3if7(t) (3.56)
v7(t) 0
Vo (t) goRaif7(t)

3.4. Método de nodos en redes resistivas.

3.4.1. Red resistiva con fuentes de corriente.

Problema 3.6.

Considere la red resistiva de la figura. Determine las ecuaciones finales del mé-
todo de nodoss, exprese en forma matricial. Finalmente, resuelva para calcular
la potencia disipada en cada resistor.

O
v o i7(t) = 10mMA]  ig(t) = 20[mA]
WA WA AAANA ire(t) = 8[mA]
6\) R, Rs R4 R1 = 1000[Q] R2 = 800[Q
‘ 0 R3 = 2000[Q] R4 = 500[Q
b7t % k2 C%S(t) % B rs=100000) R6 = 1250[Q)]




76 METODOS GENERALES DE ANALISIS.

Solucion

Primero elegimos un nodo de tierra , respecto del cual se definen las cuatro
tensiones de nodos, vq(t), vp(t), ve(t) y va(t). Ellas aparecen definidas en la
El color granate en algunos figura siguiente
segmentos enfatiza que cada
uno de ellos forman un nodo,
porque a lo largo de todo el
segmento la tension es la

misma.

Para plantear las ecuaciones, por simplicidad usaremos conductancias en vez
de resistencias, asi Gy = R]j ,k=1,2,...,6 La idea es, para cada nodo, aplicar
LCK, seguida por Tercer Postulado (en este caso, la ley de Ohm). Alaplicar la
ley de Ohm, se expresan corrientes en funcién de tensiones; todas estas ultimas
se pueden expresar como combinacién lineal de las tensiones de nodos.

nodo a: Gi(vq(t) —vu(t)) + Ge(va(t) —va(t) —ie7(t) —ifo(t) =0 (3.57)
nodob: Gi(vp(t)—va(t))+ Govp(t) + G3(ve(t) —ve(t)) =0 (3.58)
nodo c¢: G3(ve(t) —vp(t)) + Ga(ve(t) —va(t)) +irg(t) =0 (3.59)
nodo d: Ga(va(t) —ve(t)) + Gsvalt) + ge(valt) —valt)) +ire(t) = 0( :

3.60

Ordenando matricialmente se obtiene

G1 + Gg —G1 0 —Gg Va(t) if7(t) +1iro

—G1 Gi1+ G2+ G3 —Gg3 0 Vp(t) . 0
0 —G3 Gz + Gy —Gy ve(t)| —irg(t)
—Gg 0 —Gy Gz + Gs+ Gg| |valt) —ifo(t)
(3.61)

Si ahora usamos valores numéricos (con conductancias en [mS], corrientes en

El conjunto de unidades [mS], [mA] y tensiones en [V]), se obtiene
[mA], [V]y [mW] forman un

sistema de unidades 1,8 —1 0 —0,8| [val(t) 18
consistente. -1 1,75 =05 0 ve(t)] | O

0 —05 25 2| |vet)| = [-20 (362)
-0,8 0 -2 33 va(t) -8

Resolviendo numéricamente se obtiene
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Valt) vo(t) ve(t) valt)] =[-1,28 —7,08 —2256 —1641][V] (3.63)

Para calcular la potencia disipada en cada resistencia, debemos calcular pri-
mero la tensién en cada una de las resistencias, ya que la potencia disipada en
la resistencia Ry esta dada por

pi(t) = velt* (3.64)
Ry

donde vy (t) es la tensién en Ry. Es preciso enfatizar que el valor numérico de
esta expresion no depende del signo de vi(t). Por ello podemos definir

wml 1 =1 0 0 5,90 pi(t)] 34,78
vs(t) 0 1 0 0 va(t) —7,18 p2(t) 41,24
v o 1 =1 0] v 15,38 ps(t)|  |473,37
v =10 o 1 =1 v = | =615 | M= pa) 18,93
ws)| o 0 0 1] |va)] |—1641 ps(t)|  |269,30
ve)| 11 0 0o -1 15,13 pelt)|  |286,08

(3.65)

Este problema merece los siguientes comentarios

= La eleccién del nodo de tierra es arbitraria; se suele elegir el nodo maés
visible en el diagrama de la red, pero cualquier otro nodo es igualmente
elegible. En la gran mayoria de los sistemas eléctricos, existe una cone-
xién a la tierra fisica, a través de uno de los conductores del sistema de
alimentacién de energia; es por lo tanto la eleccion natural para nodo de
tierra.

= La matriz de conductancias que multiplica las tensiones de nodos resulté
simétrica. Esto es siempre asi, cuando la red no contiene fuentes controla-
das, y siempre que todas las tensiones de nodo sean elegidas con la misma
orientacién, respecto de la tierra.

» El término (k,k) de la matriz de nodos corresponde a la suma de las
conductancias conectadas al nodo k. El término (j,k), j # k, corresponde
al negativo de la suma de conductancias conectadas entre el nodo j y el
nodo k.

= El uso de un sistema de unidades (derivado del S.I.) es, en el fondo un
escalamiento que permite simplicidad en el cdlculo numérico.
Errores

Error 1 Se suelen confundir numéricamente las resistencias con las conductan-
cias.

[mW]

Hay una dualidad con el
método de mallas y la eleccion
de orientacion de las
corrientes de mallas.
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Error 2 Se producen errores de signo de las fuentes independientes de corrientes

Error 3 Se omiten conductancias en la construccién de los términos de la ma-
triz de nodos

Una variante de interés

Supongamos que se sustituye la fuente de corriente independiente 8 por una
fuente controlada de corriente, tal como se muestra en la figura, donde i.g(t) =

Bsii(t), Bs =3.

iro(t)

Q)
\,

En este caso, el andlisis sigue los siguientes pasos, respecto de la ecuacion
matricial (3.61)

= Reemplazar i;g(t) por icg(t)
= Aplicar el Tercer Postulado de la fuente controlada

icg(t) = Bsii(t) = BsGi(va(t) —vu(t)) (3.66)
= Reemplazar esta ultima ecuacién en la ecuaciéon matricial

Estos pasos conducen a

Gi1 +Gs -Gy 0 —Ge Va(t) ir7(t) +ifo(t)
—G1 G+ G2+ G3s —G3 0 vp (1) . 0
BsGr —BsG1 — Gz G3+ Gy —Gy ve(t)| 0
—Gs 0 —Gs  G3+ G4+ G| |valt) —ifo(t)
(3.67)

Un cambio notable es la asimetria que ahora tiene la matriz de nodos.
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3.4.2. Red resistiva con fuentes con fuentes de corriente y
de tension.

Problema 3.7.
Considere la red resistiva de la figura. Determine las ecuaciones finales del
método de nodos, exprese en forma matricial.

AN

)

N irs(t) = 10fmA]  ige(t) = 20[mA]
M O ver(t) = 12[V]
© R vir(t) R1 = 1000(Q)] R2 = 800[Q)]
% . ig5(t) % R; % R4 R3 = 2000[Q)] R4 = 500[Q)]
1
Solucién

Lo primero que hacemos es elegir un nodo de tierra. Para ilustrar la idea
que esta eleccién es arbitraria, se ha elegido uno no convencional, tal como se
ilustra en la figura.

Una vez elegido el nodo de tierra definimos las tensiones de nodo a tierra,
va(t), vu(t) vy vc(t). La fuente independiente de tensién 7 genera una dificultad,
ya que la corriente en ella no se puede expresar en funcién de la tensién en ella,
via Tercer Postulado. Por ello, inicialmente, la trataremos como si fuese una
fuente independiente de corriente i7(t). Ahora podemos plantear las ecuaciones
de LVK para los nodos
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nodo a: Gi(va(t) —vc(t)) + Ga(valt) —ve(t) —irs(t) —irs(t) =0 (3.68)
nodo b: Ga2(ve(t) —va(t)) + G3(vp(t) —ve(t)) +1i7(t) =0 (3.69)
nodo c: Gi(ve(t) —va(t)) + G3(ve(t) —vu(t)) + Gave(t) +1irs5(t) =0
(3.70)
Al ordenar matricialmente se obtiene
Gi+G, -G -G Va(t) irs(t) +1re(t)
—G3 G, + G3 —G3 Vb (t) = —i7(t) (3.71)
—Gj —G3 G1+G3+Ga| [velt) —igs(t)

Este no es ain un sistema consistente porque tiene mas incégnitas que ecua-
ciones. Para resolver ese defecto, debemos utilizar la informacién atin no usada:
el Tercer Postulado de la fuente 7, lo que permite agregar la ecuacién

Vb (t) = —vez(t) (3.72)

Entonces, esta ecuacién puede ser utilizada para eliminar una de las variables
(vb(t)) en la ecuacién (3.71) la que se convierte en

G1+G2 —G; Of [valt) irs(t) +1irs(t) — Gaver(t)
—G2 —G3 T [velt) ] = (G2 + G3)ver(t)
—G; G1+G3+Gs 0] |ir(t) —irs5(t) + Gavez(t)
Hemos usado nuevamente el Al evaluar numéricamente se obtiene
sistema de unidades [KS],
mA] y [V]. 2,25 -1 0 va(t) 15
-1,25 —0,5 1 ve(t)| = |21 (3.74)
-1 35 0 i7(t) —4

Al resolver esta ecuacién matricial, se obtiene

Va(t) 7,05[V]
ve(t)| = | 087[V] (3.75)
i7(t) 30,25[mA]

La solucién de este problema invita a hacer los siguientes comentarios

= Las fuentes de tensién independientes imponen una restriccién a las ten-
siones de nodo a tierra. En este caso particular, esta restriccién consiste en
que la diferencia de dos de esas tensiones esta determinada de antemano,
por el valor de la fuente (12 [V])
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Capitulo

REDES ELECTRICAS
EQUIVALENTES.

4.1. Introduccion

El problema de analizar una red eléctrica tiene, como objetivo general, calcular
todas las corrientes y tensiones en la red. Con esos valores, se pueden calcular
potencias, energias, cargas y flujos magnéticos. Sin embargo, suele ocurrir, con
bastante frecuencia, que el interés del analista se reduce a un conjunto pequefo
de corrientes y tensiones. Por ejemplo, nos puede interesar sélo lo que ocurre en
un resistor que modela la carga alimentada por un complejo amplificador, el que a
su vez es modelado por una también compleja red eléctrica. En esos casos cobra
especial interés y utilidad el concepto de las redes equivalentes.

En este capitulo desarrollaremos ejemplos de construccién de redes equivalentes.
Es importante recordar que la equivalencia que nos interesa es aquella que permi-
te reemplazar una red por su equivalente, sin que el resto del mundo, se entere,
cualquiera que él sea.

Las equivalencias de redes eléctricas tienen las tres propiedades de toda equiva-
lencia: reflexividad (toda red es equivalente a si misma), simetria (si una red A es
equivalente a una red B, entonces la red B es equivalente a la red A) y transitividad
(si una red A es equivalente a una red B, y ésta es equivalente a una red C, entonces,
la red A es equivalente a la red C).
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4.2. Redes resistivas
4.2.1. Transformaciones y movilidad de fuentes

Problema 4.1.

En la red de la figura, se pide determinar la red equivalente méas simple vista

desde los terminales A-B.

ir3(t)
R4 = 1000[Q] Rs =500[Q]
Ri R Re Rg = 2000[Q]
ver(t) = 6[V] vea(t) =12[V]
ver (t) vea(t) tr3(t) = 20mA]
B
Solucion

La estrategia general consiste en transformar la fuente de corriente 3, con el
resistor 5 en paralelo, en una fuente de tensiéon con el mismo resistor en serie.
Luego esa fuente y su resistor, se combinan en serie con la fuente de tensién
1 y el resistor 4. Finalmente, lo que queda son dos fuentes de tensién, con su
respectivo resistor en serie, conectadas en paralelo. Esta estructura resultante
se puede simplificar, usando el teorema de Millman para fuentes de tensién. Los
dos primeros pasos de esta solucién se muestran en la figura

ir3(t) - Rs

D

R4 4+ Rs Re

ver (t)

vea(t)

R4+ Rs5 Re¢

vea(t)
B

Ver(t)

Ver1(t) =ver(t) — i3 (t)Rs

Ahora aplicando Millman se llega a una fuente de tensién vaq(t) en serie con
una resistencia Ry ; estas cantidades estan dadas por
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wm(t) =

(ver(t) —ir3R5)Re —ve2(t)(Rs + Rs)

R4 4+ Rs5 4+ Rg

;Rm = (R4 +Rs5)//Re

(4.1)

Una transformacién de fuente adicional permite obtener un red equivalente
constituida por fuente de corriente ip (t) y la misma resistencia en paralelo. En

este caso

ina 1) = 20 (42)

Al evaluar numéricamente, se obtiene

vm(t) = —% [V, Rm = 6000 [Q; im(t) = % [mA] (4.3)

Las dos equivalencias que se construyen a través del procedimiento explicado,
se muestran en la figura

Rm

I»

vm(t)

B * B

Los comentarios y observaciones de mayor relevancia son

= Estas redes equivalentes pueden reemplazar a la red original, y el resto
del mundo, conectado a los terminales A y B, no distinguira entre la red
original y sus equivalentes.

Sin perjuicio de lo anterior, es clave percatarse que de estas redes equiva-
lentes tan simples no se puede extraer informacién sobre la red original. En
particular, no sabremos por ejemplo cudnta potencia entregaba o recibia
cada una de las tres fuentes independientes, presentes en la red original.

Una forma alternativa de construir el equivalente (por supuesto que llegan-
do al mismo resultado que se muestra mas arriba) es primero transformar
la fuente de tensién 1 con su resistencia R4 en serie, a una fuente de co-
rriente en paralelo con la misma resistencia. Asi se llega a una rama que
conecta en serie dos fuentes de corriente, con su respectivas resistencias en
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paralelo; ahi se puede aplicar Millman para fuentes de corriente. Por otro
lado la fuente de tensién 2, con su resistencia en serie Rg se transforma en
fuente corriente con el mismo resistor en paralelo, resultando entonces dos
fuentes de corriente en paralelo, con sus respectivas resistencias, también
en paralelo. Esto se muestra en la figura

ir3(t)

RGN Oh =

= Se puede verificar que Ry se puede calcular en forma independiente del
calculo de las fuente Millman. En efecto, si en la red original se hacen
cero las fuentes de tension y la fuente de corriente, entonces la resitencia
Millman es el paralelo de Rg con el combinado serie de R4 y Rs.

= Los equivalentes obtenidos corresponden al equivalente Thevenin (fuente
de tensién vam(t) con Rm en serie) y al equivalente Norton (fuente de
corriente ipm (t) con Ry en paralelo).

Errores

Los errores mas frecuentes que se someten al resolver problemas de este tipo
son:

Error 1 Usar férmulas equivocadas para transformar fuentes de corriente. N6-
tese que este error es similar a aplicar mal la ley de Ohm.

Error 2 Cometer errores de signo, por mala consideracién de las orientaciones
de las fuentes.

Error 3 Aplicar mal las férmulas de Millman. Se sugiere desarrollar siempre la
férmulas en forma literal, y verificar la consistencia de unidades; se puede
detectar asi una cantidad significativa de errores.

Una variante de interés

Considere la red original, en la que se supone que Rs — oo. Entonces, la
fuente de corriente queda directamente en serie con la fuente de tensién 1y con
R4. Aplicando redundancia serie, podemos entonces reemplazar, tanto v (t) co-
mo R4 por un cortocircuito. Luego, aplicamos movilidad de fuentes de corriente
para obtener la red que se muestra en la figura
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En la red de la derecha se aprecia que se puede aplicar redundancia paralelo
al conjunto fuente de tensién 2 y fuente de corriente 3. Esto lleva a la eliminacién
de la fuente de corriente, resultando los pasos que se muestran en la figura

A

Ré

Vel(t)

B
Ve(t) = —ir3(t)Re —vr2(t)

4.2.2. Red resistiva con y sin fuentes controladas

Problema 4.2.

En la red de la figura, se pide determinar la red equivalente mas simple vista
desde los terminales A-B.

A R; = 3000[Q]
R Ry R, = 1000[Q]
R3 = 2000[Q]
B Ry = 500[Q)]
Ri g, R
WA
Solucién

Dado que no se reconoce una estructura serie o paralelo, no podemos usar

esas combinaciones para resolver el problema; por ello, el método mas , el que

consiste en usar una fuente de excitacion arbitraria, como se muestra en la figura
Dos resistores estin en serie
(en paralelo) cuando tienen la
misma corriente (tension) con
independencia del resto del
mundo.
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Luego, se analiza esta red por el método de mallas y se determina que esta
El signo - aparece porque vi(t) red es equivalente a un resistor con resistencia Req dada por
e i (t) no estdn en referencia
combinada.
ve(t)

(4.4)

En consecuencia procedemos al andlisis de mallas de la red, con las corrientes
definidas. Por formulacion directa, obtenemos:

R1 +R3+ R4 —R3 —Rq 1a(t) —ve(t)
—R3 Ri+Ry+R3 —R; i[g(t) = 0 (4.5)
—R; —R1 3R iY(t) 0
~—_——
[Rm] [1] [E]

Entonces, lo tinico que interesa es calcular el término (1,1) de la matriz
Rm) ™", ya que

[0 = Rml ' [E] = ialt) = —[Rmly velt) (4.6)

Por lo tanto,

Req = ——— (4.7)

Usando MAPLE o MATHEMATICA se puede calcular el inverso algebraico de
[Rml, y extraer el elemento (1,1) de esa matrix inversa, el que lleva a

Ry — det{[Rp]}

- _ 4.8
R1(2Ry 4+ 3R, + 3R3) (4.8)

donde

det{[Rm]} = R} 4+ 2RZR; + 2R3R? + 2R4R? + 3R4R R, + 3R4R3Ry + 3R3R R,
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Usando los valores numéricos dados, finalmente se obtiene

Req = 2700 Q)] (4.9)

El procedimiento desarrollado merece los siguientes comentarios

= El método utilizado requiere que la red contenga sélo resistores y fuentes
controlados (como se ilustrard en la variante de interés).

= El valor de la fuente de tensién aplicada no juega ningtn rol, porque al
ser la red lineal toda corriente de malla sera proporcional a esa tension.

= Dependiendo de la topologia de la red, puede ser mas sencillo calcular la
resistencia equivalente, conectando una fuente independiente de corriente
y aplicando método de nodos.

» Una comprobacién bésica de la expresién literal para Req consiste en ve-
rificar la dimensién resultante, la cual debe arrojar, como unidad [Q]. Se
observa que eso se cumple porque la dimensién del determinante es [Q3],
y el denominador en (4.8) tiene dimensién [Q2].

Errores

Los errores mas frecuentes que se someten al resolver problemas de este tipo
son:

Error 1 Al calcular la resistencia equivalente, se usa el reciproco de la ley de
Ohm, calculando asi, la conductancia equivalente, en vez de la resistencia
equivalente.

Error 2 El valor numérico obtenido es negativo. Ello sélo es posible (pero no
necesario) si hay fuentes controladas.

Error 3 El valor calculado de la resistencia equivalente depende del valor de la
fuente agregada de valor v¢(t). Ello no es correcto, porque la red es lineal y
tiene una tnica excitacién; en consecuencia, toda corriente o tensién en la
red es proporcional a v¢(t). Asi cualquier cociente de dos de esas variables
es independiente de v¢(t).

Una manera alternativa para calcular la resistencia equivalente es transfor-
mar en estrella, el tridngulo formado por los tres resistores de resistencia Ry. Si
hacemos eso, usando los resultados del Apéndice A, se llega a la red de la figura

Ry

R, R; Re

equivalente a: % % <:|
R1/3 Ra Rb

R /3
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donde
Ry + 3R, Ry +3R3 Ry +3R4
R — . — T TIOR3, =" 4.10
a 3 ) b 3 ) C 3 ( )
Asi, se obtiene
RaRb
Reg =Re + ——— 4.11
T T Ry + Ry (4.11)

Evaluando numéricamente, se llega al mismo valor anterior, es decir, Req =

2700 [Q].

Una variante de interés

Considere la red original, en la que se ha reemplazado un resistor por una
fuente controlada, tal como se muestra en la figura

ix(t)

Ry
Rz

R R

v (t)

donde v (t) = Ryix(t), con R, = 800 [Q].

Entonces la resistencia equivalente se puede calcular con el mismo enfoque
utilizado, pero introduciendo el cambio debido a la fuente controlada. Asi la
ecuacién (4.5) se transforma en

Ry +R3 + Ry —R3 —Ri| [ia«(t) —ve(t)
—R3 Ri +R2+ Rz —Ry ig(t)| = 0 (4.12)
—R1+Ry —R; 2R, iy (t) 0
—_—— ~—
[Rn] [1] [E]

Se han indicado en color granate, los cambios producidos al sustituir la
resistencia Ry por la fuente controlada. Entonces,

[ = [Rn]"'[E] = ia(t) = —[Rn] (' ve(t) (4.13)
Por lo tanto,
Req = L (4.14)
eq [RN]F]Iy]) '




4.3. Redes dindmicas 89
Usando MATHEMATICA se obtiene
R. — 2RxR3 +R1R2 + RyRy + RyRy + 2R3R, + R4R7 4+ 2R4R5 + 2R4R3
@ Ry + 2R, + 2R3
(4.15)
Evaluando , se obtiene
Req = 1989 [Q] (4.16)

Observamos lo siguiente

= La presencia de una fuente controlada genera una asimetria en la matriz de
mallas (tal como se vio en los problemas del capitulo de metodos generales
de andlisis).

= Es posible que la resistencia Req tuviese un valor negativo, para ello es ne-
cesario que Ry sea negativo. Méas especificamente, es necesario y suficiente
que Ry < —1437,5 [Q].

4.3. Redes dinamicas

4.3.1. Equivalencias con condiciones iniciales

Problema 4.3.
En la red de la figura, se pide determinar una red equivalente que sdlo incluya

un condensador y una fuente de corriente.

Gy

Cy = 300[1F]

Cy = 150[uF
v1(04) = 15[V]
v2(04) = —8[VI
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Solucion

Para empezar, conviene analizar primero el caso de un tnico condensador,
tal como se muestra en la figura siguiente

i(t) ,
v(0)
cl v vy
R o)

De esta figura vemos que, para t > 0, podemos expresar v(t) en funcién de
V(t) y de v(0)u(t), ya que

v(t) =v(t) +v(0)u(t) vt >0 (4.17)

Esta relacién permita sostener que el condensador con tensién inicial v(0)
puede ser reemplazado por otro condensador de igual valor, con condicién inicial
cero, en serie con una fuente de tensién del valor v(0)u(t). Entonces, podemos
escribir

] t
V(t) = v(O)u(t) + = J i(v)dr (4.18)
Derivando esta ecuacion, y despejando i(t) de llega a

dv(t)

i) = C—

— Cv(0)8(t) (4.19)

Este resultado se puede aplicar ahora a la red original. Previamente debemos
representar los dos condensadores por un condensador equivalente en serie con
la fuente de tensién equivalente, esto lleva a la red de la siguiente figura

(vi(0) 4+ v2(0))pu(t)

()
~ + Ci1Cy
— v (t) € Ci +Cy
Ce e

El sentido de la fuente de donde el condensador equivalente tiene tension inicial igual a cero. Al aplicar
corriente es consistente con la luego este resultado a la red original se llega a la red equivalente de la figura.
direccion dada para la tension

en el condensador.
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Ce

C:C
C. 182

— 1ie(t) T GG

te(t) = Ce(vi(0) +v2(0))5(t)

R

Numéricamente, se obtiene Co = 10~ [uF] e i.(t) = 700 [nA].
Es conveniente dejar expresados algunos comentarios y observaciones

Todas las equivalencias desarrolladas en este problema son validas estric-
tamente para t > 0.

La capacidad equivalente de dos o mas condensadores en serie es siempre
menor, a lo sumo igual, que la menor capacidad. En particular, si hay
n condensadores de igual capacidad, C, conectados en serie, entonces la
capacidad equivalente es Ceq = C/n.

Si se conectan n condensadores en serie, con condiciones iniciales vy (0),
k = 1,2,...,n, entonces el condensador equivalente tiene una tensiéon
inicial equivalente

Veq(0) = > vic[0) (4.20)
k=1

con la debida consideracién de las polaridades de cada tension.

Es importante usar con rigor el principio de conservacién de la energia; si
no se hace asi, se pueden alcanzar resultados erréneos o puede ser dificl
entender los resultados usando la 6ptica de la conservacion. Por ejemplo,
si las condiciones iniciales dadas cumplen con v (0) = —v2(0) # 0, enton-
ces ie(t) = 0. Ello significa que la energfa inicialmente almacenada en el
condensador equivalente, C., es cero. Eso es aparentemente contradictorio
con el hecho que en la red original, la energia inicial almacenada es

1

w(0) = 5 (Crvi(0)% + Cav2(0)?) (4.21)

En realidad, lo que este resultado indica es que la energia disponible inicial
para ser entregada al resto del mundo R es cero; la implicancia de ello es
que ninguna fraccién de las energias almacenadas en C; y C, puede ser
entregada a ese resto del mundo. Para dar una forma concreta a este razo-
namiento, puede imaginarse que el resto del mundo es un simple resistor
de resistencia R, entonces se aprecia de inmediata que la tensién en ambos

condensadores es constante YVt > 0, por lo que la corriente en el resistor es
cero Vt > 0.
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Errores
Los errores mas comunes son

Error 1 Errores en la ecuacién de Tercer Postulado del condensador. Se debe
recordar la convencion de referencia combinada.

Error 2 Transformacién errénea de fuente de tension a fuente de corriente.

Error 3 Caélculo erréneo del condensador equivalente de dos condensadores en
serie.

Error 4 Omisién del escalén unitario en la fuente equivalente de tensién. Este
error llevaria, al derivar la ecuacién (4.18), a una fuente de corriente equi-
valente de valor cero. Este ultimo resultado estd en clara contradiccién
con la naturaleza conceptual del problema.

Una variante de interés

Suponga que construimos la red dual de la original, es decir, la nueva red
resulta formada por dos inductores en pararelo, con corriente iniciales, tal como
se muestra en la figura

Datos: Ly, Ly
11(0), 12(0)

Haciendo una analisis dual de aquél realizado para la red capacitiva, se llega
a la red equivalente que se muestra en la figura siguiente

/Nt
e (t) _ Lk
T L+
Le Ve(t) = Le(11(0) +12(0))5(t)
R

Es interesante anotar que la inductancia equivalente de dos o mas induc-
tores en paralelo es menor, a lo sumo igual, que la menor de las inductancias
individuales.

Ademds, si se conectan n inductores en paralelo, con condiciones iniciales

1k (0), k =1,2,...,n, entonces la condicién inicial equivalente estd dada por
n
i(0) =) (0 (4.22)
k=1

con la debida consideracién de las orientaciones de esas corrientes.
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Problema 4.4.

En la red de la figura, se pide determinar el condensador y su condicion inicial
que es equivalente a la red de la figura, vista desde los terminales A-B, y para
todo t > 0.

T C3 Cy = 200[uF]
| C2 = 300[uF]
e e vs(t) C3 = 100[uF]
T T =1
wi| [or ] v NP
)=
v3(04) =—7[V]

Note que v1(04) =v2(04), ya que C1 y Cz estdn en paralelo. No hay datos
sobre lo que ocurrié en t = 0_, pero si esas tensiones eran diferentes (suponiendo
que los condensadores no estaban conectados en paralelo), entonces debi existir
una corriente tipo delta de Dirac en t = 0, de modo que las tensiones se igualaran
al conectar los condensadores en paralelo.

Solucion

El primer paso es representar explicitamente la condicion inicial en cada uno Se necesitan los resultados del
de los condensadores. Dada la topologia de la red, se uso fuentes de corriente Problema.3.
para los condensadores 1 y 2, y fuente de tensién, para el tercer condensador.
Asi, se obtiene la siguiente red

v3(04)

O A

Civi(04)0(t) C Cav2(04)5(t) G

*B

El siguiente paso es combinar las capacidades C; y Cz por un lado, y las
fuentes de corriente, por otro. Luego, se combina la capacidad y la fuente de
corriente resultantes, para transformarlos en una red equivalente formada por
un condensador y una fuente de tension. El paso final es combinar esto con C3
y su fuente de tensién. El resultado se muestra en la figura
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v3(04) v3(04)
[
< A I JA
Cs :> * Ciz2 C3
biz(t) Ci2 vi2(t)
* B * B
donde
112(t) = (Cyv1(04) + Cov2(04.)) 08(t); Ci12=C1+C, (4.23)
Cyiv1(04) + Cova(04)
t) = 4.24
vi2(t) 1 G, (4.24)

Asi, el condensador equivalente tiene capacidad Ceq y condicién inicial veq (04 ),
donde

C12GC3 C3(C1 +C2)
Ceq = = 4.25
€q Ci12+C3 Ci+Co+C3 ( O)

Cy1v1(04) + Cova(04)
Veq(04) =v3(04) + a—Q—Cz =

=v3(04) +v1(04) (4.27)

(4.26)

Un primer andlisis del problema y sus solucién permite hacer las siguientes
afirmaciones.

= La capacidad equivalente de dos o més condensadores en paralelo es siem-
pre mayor que la mayor capacidad individual.

= La red capacitiva puede ser reemplazada por un condensador equivalente
Ceq con tension inicial veq (04 ).Esta equivalencia es valida para cualquier
otra red que se conecte a los terminales A-B.

= Sin perjuicio de lo anterior, no se debe esperar que suma de las energias
inicialmente almacenadas en los tres condensadores, sea igual a la energia
almacenada en el condensador equivalente. Para entender ello basta ima-
ginarse el caso cuando vq(0y) = v2(0,.) = —v3(0,); entonces la energia
almacenada inicialmente en el condensador equivalente seria cero, con in-
dependencia del valor de esas tensiones, y por lo tanto con independencia
de la suma de las energias almacenadas inicialmente en los tres condensa-
dores.

= Sivi(0_) #v2(0_), entonces en t = 0 habria una corriente delta de Dirac,
con area (carga) tal que vq(04) =v2(04).

= La importancia de este tipo de equivalencias es que permite analizar lo que
ocurre en el resto del mundo, disminuyendo la complejidad del andlisis, al
reemplazar tres condensadores, con sus respectivas condiciones iniciales,
por uno solo, con una condicién inicial equivalente.
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Reemplazando los valores numéricos dados se obtiene:

Ceq = 200 4F); veq(0;) = 81V] (4.28)

Errores

Los errores mas comunes son

Error 1 Errores al calcular la combinacién paralelo de los dos condensadores;
en esta conexion, las capacidades se suman directamente.

Error 2 Errores al calcular la combinacién serie de Cq2 y C3, en esta conexion,
las capacidades se combinan como las resistencias en paralelo.

Error 3 Errores numéricos. Se debe verificar que la capacidad equivalente sea
numéricamente menor que Cs.

Una variante de interés

Considere el problema original y suponga que el condensador de capacitancia
C3 es reemplazado por una inductancia L = 0,3 [H], como se muestra en la figura,
con corriente inicial i3(0) = 0,5 [].

T ——
i3(t) A

vy (t) Ci Cz| |[valt) B
. R

El cambio, respecto del problema original, reside en el inductor y su condiciéon
inicial. Esta ultima puede ser representada como fuente de corriente, constante
Vvt > 0, o como una fuente de tension de tipo delta de Dirac, tal como se muestra
en la figura siguiente

Li3(0)8(t)

Civi(04)8(t) Gy Cav2(04)5(t) Cz

B

Finalmente, podemos combinar las capacitancias en paralelo, asi como sus
condiciones iniciales, lo cual nos lleva a
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v(t) Cr2 v (t)

W@T A }—[66666\—©+—'A
L + L

A GOE= —

Ciz vi2(t)
e B e B
donde
112(t) = (C1v1(04) + Cova2(04)) 8(t); Ci12=C1+C2 (4.29)
_ Civi(04) + Cova(04)
viz(t) = it G, (4.30)
vs(t) = Li3(0)5(t) (4.31)

4.3.2. Redes dinamicas con fuentes independientes

Problema 4.5.
En la red de la figura, se pide determinar una red equivalente formada por una
fuente independiente y un condensador en serie

Solucién

Para obtener el equivalente requerido, debemos construir la relaciéon entre
v(t) e i(t), lo que se hace aplicando los postulados de andlisis

v(t) == JL ir(T) +i(r)dt = ]EJ', i¢(T)dt + ]E JL i(t) dt (4.32)

De la expresion precedente se puede ver que la red original es equivalente a
la que se muestra a continuacién
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ve(t) = = Jt ig(T) dt (4.33)

Si se desea dejar explicita la condicién inicial del condensador, entonces
debemos escribir

E if(1) +1i(T)dT =Vv(0) + ]E E ir(t)dT+ ]E E i(t) dt (4.34)

Podemos entonces considerar dos fuentes: una que captura la condicién ini-
cial, y la otra representa la contribucién de la fuente independiente. El resultado
se muestra en la siguiente figura, donde aparecen las dos representaciones po-
sibles para la condicién inicial: fuente de tensién y fuente de corriente. En este

caso, la red que se muestra a continuacién es equivalente a lo original sélo para
t>0.

Cv(0)5(t)
I i) I i)
+ e + e
Owtn v(t) Owln v(t)
L/
donde
Ve(t) = ]EL if(1) dt (4.35)

Una variante de interés

El problema dual del anterior consiste en transformar la red serie
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i(t)

+ L

C) v(t)

ve(t)

en una red equivalente paralelo.
En este caso, para obtener la red equivalente, la ecuacién bésica es

i(t) = %L —v¢(T) +v(T)dT = —% L ve(t)dT+ % L i(t)dtr (4.36)

A partir de esta expresion se puede justificar el siguiente equivalente paralelo

i(t)
4\
t
<> ie(t) L vit)
donde la fuente de corriente resulta dada por

-I t

if(t) = = J- Vf(T) dt (437)
L —00

También, si se desea dejar explicita la contribucién de la condicién inicial del
inductor, se debe agregar una fuente independiente, de tensién o de corriente.
En la figura se muestran ambos casos

i(t) i(t)

Ll
)
1(0)5(t)

i) (V) @%M) v(t) ™. v(t)

L i(t) L

Esta red es equivalente a la original, s6lo para t > 0, y se cumple que

Mﬂ—%LwhmT (4.38)
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Capitulo

ACOPLAMIENTO
MAGNETICO Y
TRANSFORMADOR IDEAL

5.1. Introduccion

En este capitulo se presentan problemas que involucran redes donde se modelan
el acoplamiento magnético y, en particular, el transformador ideal (como caso limi-
te). Como es sabido, el fenémeno del acoplamiento magnético ha sido extensamente
explotado para crear aplicaciones, sin las cuales no reconoceriamos el actual nivel
de desarrollo tecnolégico de la civilizacién.

Una de las aplicaciones mas relevantes del acoplamiento magnético es el trans-
formador, que permite modificar los niveles de tensiones y corrientes. Se trata de
una red de dos puertas (primario y secundario) de caracter pasivo, es decir no am-
plifica potencia, aunque se disefia para que, idealmente, la potencia entregada al
primario salga por el secundario sin pérdida. Lo interesante de la naturaleza del
transformador es que las potencias en primario y secundario, siendo idealmente las
mismas se logran con distintos niveles de voltaje y corriente. La aspiracién de tener
un sistema pasivo-conservativo no es alcanzable en la realidad, y el modelo de red
de un transformador real debe incluir resistencias para modelar las pérdidas por disi-
pacién. Sin perjuicio de ello, en este capitulo nos enfocamos, mas que en el modelo
de los transformadores, en el fenémeno puro del acoplamiento.

Por su,parte, el transformador ideal (T.l.) es precisamente una idealizacién del
transformador real. La motivacidn para su uso como parte del modelo de este dltimo,
se puede apreciar por la equivalencia que se muestra en la figura siguiente
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i(t) (1) i (t)
@] O O
L,
vi(t) Ly L, v, (t) vi(t) Ly

Figura 5.1: Equivalencia del acoplamiento con una red sin acoplamiento pero
con transformador ideal.

Las dos redes de la figura son equivalentes se se cumplen las siguientes relaciones

_LL-oM M N M
N L’ N L’

La L ) =

b

El acoplamiento es perfecto si M = /L;L3, lo cual sélo se puede lograrsi L; y
L, son enormes inductancias (— o0). En ese caso, la red de la izquierda tiende a
ser s6lo un transformador ideal, ya que Ly - 0y Ly — oo.

T.L

N]ZNZ

(1)
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5.2. Acoplamiento Magnético

5.2.1. Red de dos mallas con Acoplamiento Magnético

Problema 5.1.
Para este problema, es de interés el estudio de la red mostrada a continuacién,
la cual posee dos inductores acoplados magnéticamente.

ir, () R ot Ry g, (t)
—>— MM YWWA
%]4 o B ———
+ VRl(t) VRz(t) +
O =Bl O
er, (t) 2 er, (1)
i, (t)

Suponiendo que en la red de la figura, son conocidos los valores de Ry, Ry,
L1, Ly, e, (t) y ef, (), determine un sistema consistente de ecuaciones, en las
incognitas ir, y ir,-

Solucién

Observando la red bajo estudio, mediante la LVK, podemos obtener la rela-
cién entre las tensiones para ambas mallas de la red. Asi, tenemos que

R, (t) +vr, (1) + v, (1), (5.1a)
R, (1) +vi, (t). (5.1b)

er, (t) =
er,(t) =
Notamos ademads, que segun la relacién de acoplamiento entre Ly y Ly, existe
un acoplamiento magnético aditivo (considerando las corrientes ig, (t) y ir, (t))
entre estos componentes. Por lo tanto, los valores para las tensiones de los in-
ductores en (5.1) estd dada por
vi, (t) = L1Dig, (t) + MDi, (1), (5.2a)
vi, (t) = LaDig, (t) + MDig, (1). (5.2b)
Sabemos también, utilizando la LCK en el nodo en el que inciden ambos
inductores, que
i, (1) =g, (1) +1ir, (). (5.3)
Utilizando (5.3) en (5.2), podemos reescribir las ecuaciones de LVK en (5.1),
como
er, (t) = Ryig, (t) + (L1 + Lz +2M)Dig, (t) + (L2 + M)Dig, (t), (5.4)
er, (t) = (L + M)DIR] (t) + Rzig, (t) + L, Dig, (t). (55)
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Asi, podemos plantear un sistema consistente de ecuaciones en las incégnitas
iR, v iRr,, escribiendo los resultados en (5.4) y (5.5) en forma matricial

Ri+ (L1 +L; +2M)D (L, + M)D| [ig, _|es (t)
(L + M)D R, + LD iRz B er, (t)

Con los resultados obtenidos, es posible hacer los siguientes comentarios:

= De las ecuaciones obtenidas en (5.4) y (5.5) podemos deducir, que para
esta configuracion de inductores con acoplamiento magnético aditivo, un
posible equivalente es el que se muestra a continuacién

ig, (t) Ry Vi, (1 vm(t) R2 ig, (t)
W W
+<> Ve, B Li+M % —-M sz(t) <>+
b +M Vi, (t)
er, (t) er, (t)
i, (t)

De esta figura, podemos ver que el equivalente se ha utilizado para obtener
una red en la cual no hay acoplamiento entre los inductores considerados
en el problema original. Asi, es posible estudiar la red con las herramientas
bésicas de anélisis de redes eléctricas, sin la utilizacién de los conceptos de
acoplamiento magnético. Un ejemplo de esto es demostrar que la red equi-
valente tiene las mismas ecuaciones de mallas que la red con acoplamiento.
Podemos plantear la LVK para cada una de las mallas, obteniendo

€, (t)
€f, (t)

Ry (1) v, (B) +vp (1), (5.6)

=V 1
= VR, (t) +VM(t) +Vf2 (t) . (57)
Utilizando el Tercer Postulado para cada componente, junto a la LCK
correspondiente al nodo que contiene a los tres inductores, tenemos que
(5.6) y (5.7) quedan como

ef, (t) = Ryig, (t) + (L1 + M)Dig, (t) + (L2 + M)Dig, (t),
er, (t) = RZiRZ (t) — MDiRZ (t) + (Lz + M)Dl]_z (t) .

las cuales, al ser simplificadas, se reducen a las ecuaciones encontradas en
(5.4) y (5.5).

= Un punto que merece ser comentado, es el tipo de acoplamiento existente
entre Ly y L. En (5.2) podemos ver que para la tensién en cada inductor,
el segundo término (correspondiente al acoplamiento) contribuye de forma
aditiva a la tensién en este. El caso contrario a este fenémeno es el aco-
plamiento magnético sustractivo, el cual podemos ejemplificar mediante
la siguiente red
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ir, (1) R out Ry ig,(t)
—— MV YWWA
%L] o B ——
+ VR1(t) o sz(t) +
O WL O
er, (t) 2 er, (1)
i, (t)

donde hemos modificado la referencia del acoplamiento (o) en Ly, respecto
a la red original. Dado este cambio, las ecuaciones que ahora rigen el
comportamiento de la tensién en cada inductor estan dadas por

Vi, (t) =1 DiR] (t) — MDi]_z (t) y Vi, (t) = LzDi]_z (t) — ]\/“jiR1 (t) .

Errores

Dada la simplicidad de la red, la mayor parte de los errores que se cometen,
son de tipo conceptual. Senalamos a continuacién aquellos més frecuentes.

Error 1 Errores en la formulaciéon de LVK y LCK.

Error 2 Considerar un acoplamiento magnético sustractivo, cuando es aditivo.
Esto lleva a utilizar un signo que no corresponde en el término corres-
pondiente al acoplamiento, en las ecuaciones para las tensiones en los
elementos acoplados.

Una variante de interés

Una variante de interés para este problema, es estudiar que ocurre con el
equivalente mostrado anteriormente, si ahora consideramos una configuraciéon
para dos inductores acoplados magnéticamente como muestra la siguiente figura

M
ig, (1) Ry Ly omo L, Ry g, (1)
e W —— T — W

-— = _— >

+

€, (t)

O

VR, (t)

Vi, (t)

VL, (t)

VR, (t)

O

+

€f, (t)

Para esta nueva red, podemos ver que existe un acoplamiento magnético
aditivo entre Ly y L, (al igual que en problema principal). Por lo tanto, las
ecuaciones correspondientes a la LVK, aplicada en cada malla, son

er, (t) = vr

er, (t) = VR

1 +VL] (t))
2 +VLz(t) .

(5.8a)
(5.8)
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Considerando el tercer postulado para cada componente, junto al acopla-
miento aditivo existente entre los inductores, las ecuaciones en (5.8a) pueden
ser escritas como

er, (t) = Riig, (t) + L1 Dig, (t) + MDig, (1), (5.9&)
er, (t) = RZiRZ (t) + LzDiRZ (t) + l\/lDiR1 (t) . (59b)

Con las ecuaciones en (5.9) podemos deducir que una posible red equivalente
para este esquema de acoplamiento, es la que se muestra a continuacién

ig,(t) Ry L1 —M L, —M Ry ig,(t)

1l owm \ V v | 4
er, (t)<> v, (t) v, (t) <>efz (t)

de donde podemos obtener las siguientes ecuaciones, utilizando la LVK

er, (t) = Ryig, (t) + (L1 — M)Dig, (t) + MD(ig, (t) +ir, (), (5.10a)
er, (t) = Raig, (t) + (Lo — M)Dig, (t) + MD(ig, (t) + ig, ().  (5.10b)

Notamos asi, que las ecuaciones en (5.10) pueden ser reducidas a las mos-
tradas en (5.9), demostrando que ambas redes son equivalentes.

De lo anterior, podemos concluir que la equivalencia propuesta para algin
tipo de acoplamiento magnético, depende de la configuracién que presenten los
elementos bajo acoplamiento. Esto queda ejemplificado con el problema princi-
pal y la variante analizada, donde hemos visto que para dos esquemas donde
existe acoplamiento magnético aditivo, las posibles redes equivalentes presenta-
das son diferentes.

5.2.2. Acoplamiento Magnético entre tres inductores

Problema 5.2.
Considere la siguiente figura, la cual muestra tres inductores acoplados magné-
ticamente, en una red de tres mallas.
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ig, (t) Ry Ry iR, (t)
WWA WWA
VR, (1) () v (1)
+ oy vi, (1) +
Mi2 % Mis <>
er, (t)<> ) 7 ) er, (1)
Ao 2 3 oA
—————50000° /50000
i, (1) v, () 7 vi, (1) i, (t)
R3 Maz3

VR
—MW— \_J

VR, (t) ig, ()  + e, (1)

Suponiendo conocidos los valores de Ry, Rz, Rz, Ly, L2, L3, e, (t), e, (1)
y ef, (t), plantee un sistema consistente de ecuaciones en las incégnitas ig, (1),
iRz (t) y iRs (t)

Solucién

Para buscar un sistema de ecuaciones que permita resolver el problema plan-
teado, comencemos planteando las ecuaciones que resultan al aplicar la LVK en
cada malla de la red. Asi, tenemos que

er, (t) =vr, (t) + v, (t) — v, (1), (5.11a)
er, (t) =g, (t) +vi, (t) —vi, (1), (5.11b)
er, (1) =g, (t) +vi, (1) —vi, (1) (5.11c)

Utilizando el tercer postulado para cada inductor, podemos escribir las ecua-
ciones en (5.11) como

er, (t) = Ryig, (t) + LiDig, (t) + My2Dig, (1) + M3 Dig, (t)

— (LzDiLZ (t) + My, D1, (t) + Mjy3Dig (1), (5.12&)
er, (t) = Rzig, (t)+ L4 Dir, (t) + My,2D1ig, (t) + My3D1ig, (t)

— (L3Dir, (t) + Ma3Dig, (t) +M23Dig, (1)), (5.12b)
er, (t) = R3ig, (t) + LaDir, (t) + My2Dig, (1) + M23Dig, (t)

— (LgDiLS (t) + My3D1ig, (t) + M;3D1i, (1)). (5.12C)

donde, ademas, hemos utilizado el hecho que existe acoplamiento magnético
aditivo entre los tres inductores, considerando las referencias de las corrientes
i,, iL, ¥ i1, indicadas en la figura.

Sabemos también que las corrientes por cada inductor pueden ser expresadas
en funcién de las corrientes ig, (t), ig, (t) vy ir, (t), que son las variables de interés
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en este problema. Por lo tanto, aplicando la LCK en los nodos que contienen a
L, Ly y L3 tenemos que

iL] (t) = iR1 (t) + iRz (t) ) (5'133)
iLz (t) = iR3 (t) - iR] (t) ) (513b)
i, (1) = —ig, (1) — ig, (1) (5.13¢)

Con este resultado, podemos reescribir las ecuaciones en (5.12) solo en fun-
cién de términos de valor conocido. Obtenemos entonces

er, (t) = Ryig, (t) + (L1 + L2 — 2My2)Dig, (t) + (L1 — My3 — My (5.14)
4+ M23)Dig, (t) + (—L2 + M2 — My3 + M23)Dig, (t) .

er, (t) = Raig, (1) + (L1 — Myz2 — Mi3 4+ M23)Dig, (t) + (Lt + L3 (5.15)
— 2M;3)Dig, (t) + (L3 + M2 — My3 — M23)Dig, (t) .

er, (t) = Raig, (t) + (L2 + M1z — My3 + M23)Dig, (t) + (L3 (5.16)
+ Mz — Miz — My3)Dig, (t) + (L2 + L3 — 2M3)Dig, () .

Errores

La principal dificultad al momento de resolver la mayor parte de los errores
que se cometen, son de tipo conceptual al proponer las ecuaciones que consideran
los acoplamientos entre los inductores. Senalamos a continuacion aquellos més
frecuentes.

Error 1 Errores en la formulacién de LVK.

Error 2 Considerar un acoplamiento magnético sustractivo, cuando es aditivo.
Esto lleva a utilizar un signo que no corresponde en el término corres-
pondiente al acoplamiento, en las ecuaciones para las tensiones en los
elementos acoplados.

Una variante de interés

Como una variante al problema principal, es interesante saber como cam-
bian los resultados obtenidos anteriormente, si cambiamos algunas relaciones de
acoplamiento. Asi, consideremos la siguiente red
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ig, (t) Ry Ry  ig,(t)
WWA WWA
VR, (1) () v, ()
+ oy vi, (1) +
() M, % M3 <)
e, (t) L I—] L €f, (t)
o 2 A o =3 A
i, (1) v, (1) -~ = v, (07 i, (t)
T

VR, (1) iR, () + er, (t)

donde se ha cambiado la relaciéon de acoplamiento entre Ly y Lz, y L y Ls,
quedando entre estos un acoplamiento magnético sustractivo.

En este caso tenemos que el haber cambiado la relacién de acoplamiento antes
mencionada, provoca cambios en los signos de los términos correspondientes a
este fendmeno, en (5.12). Asi, tenemos que estas ecuaciones quedan

er, (t) = Ryig, (t) + L1 Dig, (t) + M12Dig, (t) — My3Dig, (1)

— (LoD, (t) + M2 Dig, (t) = M23Dig, (), (5.17a)
er, (t) = RZiRZ (t) + L Di]_l (t) + M]zDi]_z (t) — ]Vl]glji]_3 (t)

— (L3Dir, (t) = Mi3Dig, (t) = M23Dig, (t)), (5.17b)
er, (1) = R3ig, (t) + L2 Di, (t) + M2 Dig, (t) — M23Dig, (t)

— (LgDiLS (t) — M]gDi]_l (t) — Mngi]_z (t)) . (5.17C)

Finalmente, agrupando términos semejantes, podemos reescribir las ecuacio-
nes en (5.17) como

er, (t) = Ryig, (t) + (L1 + L2 — 2My2)Dig, (t) + (L1 + My3z — M2
— M23)Dig, (t) + (—L2 + Mi2 + Miz — M23)Dig, (t),

er, (t) = Raig, (t) + (Li — Miz2 + Miz — M23)Dig, (t) + (L1 + L3
+2M;3)Dig, (t) + (L3 + M2 + Mi3 + M33)Dig, (),

er, (t) = Raig, (t) + (—L2 + M2 + My3 — M23)Dig, (t) + (L3
+ M2 + Mz + Ma3)Dig, (t) + (L2 + Lz + 2M23)Dig, (t) .

Con esto, hemos obtenido el sistema de ecuaciones necesario para conocer
los valores de las variables ig, (t), ig, (t) y ir, (t), considerando un acoplamiento
magnético sustractivo entre los inductores Ly y L3, y Ly y Ls.
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5.3. Redes con Transformador Ideal

5.3.1. Maxima transferencia de potencia

Problema 5.3.

Considere la red de la figura, la cual cuenta con un transformador ideal a través
del cual se alimenta la resistencia de carga Rc. Nos interesa estudiar la potencia
disipada en la resistencia de carga, en funcién de los pardmetros de la red, y del
valor que toman los distintos componentes de ésta.

() Ry ip(t) ic(t)
WWA sl 1 [°
+ VR, (t)
() Vi, (1) ng Re % ve(t)
ef(t) e, ()
k2 N] . Nz

Para la red anterior, analice:

5.3.1 Suponiendo conocidos los valores de Ry, Rz, (N1, N2}, y que la fuente
de tensién es de la forma ef(t) = Egseno (wt), ;qué valor debe tener la
resistencia de carga Rc¢ para que la potencia media disipada en ésta sea
maxima?

5.3.2 Suponga que los valores para los elementos de la red son: Ry = 2000 [Q],
R, =3000[Q], N7 =1, Ny =5y Eg = 220. Verifique el resultado obtenido
en el punto anterior, calculando la potencia disipada en el resistor para
R¢ = 20000, 30000, 40000 [Q].

Solucién

Para comenzar a resolver el problema, podemos notar que, como los para-
metros Nt y N3 estdn fijos, la resistencia de carga R¢ puede ser reflejada al lado
primario del transformador ideal. Para lograr esto, debemos establecer primero
las relaciones de transformacion de tension y corriente para el TI, las que estan
dadas por

Ve, () = —ve(t) e ip(t) = —Zic(t). (5.18)

Con las relaciones en (5.18) podemos ver el equivalente de R¢ wisto desde el
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primario del TI, R¢, como

Mv (t) 2
Re — VRe(t) N, c _ <&) Re (5.19)
i (t) NZ . Nz ) '
P N—11C(t)

Podemos ver ademaés, que la red conectada al lado primario del transfor-
mador ideal, puede ser reemplazada por un equivalente Thevenin, con el fin
de simplificar los célculos posteriores. Con este equivalente, y junto al resulta-
do en (5.19) la red simplificada a ser analizada serd como la que se muestra a
continuacion

RTh ip(t)
W
+ VR1n (t)
O " wz]wo
vrr(t)
donde RiR R
1R2 2
=< =ee(t) ———. 5.20
meRoR, Yovm er( )R1+Rz (5.20)

Al utilizar esta red equivalente, aiin estaremos considerando el problema de
maximizar la potencia en Rc. Esto se puede explicar dado que en el transfor-
mador ideal la suma de las potencias instantdneas que entran al primario y al
secundario es cero. Por esto, y dado que R¢ es el tinico elemento conectado al TT,
la potencia transferida desde el primario (potencia en ﬁc) sera efectivamente la
potencia disipada en Rc. .

Considerando el comentario anterior, calculemos la potencia media en Rc¢ .
Esta puede ser representada como

P VZRZERMS) _ ‘A’fﬁ,
Rc¢ 2Rc¢
donde Vg, es parte de vg, = Vg, seno (wt). Por lo tanto, debemos buscar el
valor de vg, (t) para poder utilizar la expresion en (5.21).
Planteando la LVK en la red equivalente tenemos que

(5.21)

VTh(t) = VR, (1) + VR, (1),
donde podemos utilizar el Tercer Postulado para Rc v R con el fin de obtener
VR, (t). Asi
VTh(t) = Ry, (B) + V&, (1)
Vn(t) = Rmip(t) + v, (t)
VR, (t)

Vh(t) = Rmn——— + VR, (t)
Rc

VR, (D)ip(t) = ve(t)ic(t)
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con lo que obtenemos finalmente
Re

. (5.22)
Rc + Rm

VR, (t) = vr(t)

Ahora que tenemos la expresién para vg,(t) en funcién de los elementos
de la red, es necesario saber el valor de Vg, para poder calcular la potencia
media descrita en (5.21). Como Vg, (t) depende de v (t), debemos saber el
valor méximo que toma esta sefial. De la expresion para ef(t) en el enunciado,
y para v, (t) en (5.20), deducimos que

R> Re
°R +R2Re + Ry

Vg, =E (5.23)

A partir de (5.21), junto al valor obtenido en (5.23), podemos escribir la
potencia media en Rc como

_ R
P=K——s,
(Rc-i-RTh)

2 2
K= B(_R .
2 \Ry+R»
Si consideramos P como una funcién de léc, podemos notar de (5.24) que
Hmﬁc 0,00 P = 0. Por lo tanto, es razonable considerar que P tiene su maximo

(5.24)

donde

valor para R¢ €]0, oo[. Asi, teniendo la expresién para la potencia media en Re,
basta encontrar el valor de este componente para el cual la expresion para la
potencia media tiene su valor méximo. Para encontrar este valor, utilicemos la
primera derivada de la potencia media respecto a Rc. Realizando este célculo,
tenemos que
oP R — R
= =K ™. (5.25)
¢ (Rc+Rm)
Igualando a cero la expresién obtenida en (5.25), podemos encontrar el valor

buscado de Re, tal que el valor de la potencia dada por (5.24) sea méximo.
Realizando este procedimiento, tenemos que lo anterior se cumple para

]NQC =Rm. (5.26)

Con el resultado en (5.26) podemos calcular el valor de Re¢, a través de la
relacién (5.19), para el cual la potencia transferida por la red a este elemento es
maéxima. Su valor es

Re — R (N2)7 2 RiR2 (N2)°
¢ ™AN; R1 + Rz \ Ny '

(5.27)
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Tal como comentamos anteriormente, toda la potencia que entra al TI, es
transferida instantdneamente a la red conectada al secundario. Es por esto, que
calcular la potencia media a través de la expresién en (5.24), serd equivalente a
a calcular la potencia media en R¢, es decir Pg. = P. Por lo tanto, considerando
los valores del enunciado para los elementos de la red y la fuente de tension,
obtenemos los siguientes valores para ﬁRC

Pre, = 1,742[W], Pr, = 1,815[W] Pg, = 1,778 (W],

donde los subindices Rcq, Rez v Res corresponden, respectivamente, a la po-
tencia media para Rc = 20000 [Q], Rc = 30000 [Q] y R¢c = 40000 [Q].

Con los resultados en (5.28) podemos corroborar que el valor para Re¢ cal-
culado en (5.27) (Rc = 30000 [Q] para los datos del enunciado) maximiza efec-
tivamente la potencia media en este componente.

Errores

Error 1 Errores en la formulaciéon de LVK y LCK.

Error 2 Error en el cdlculo de la potencia entregada (o recibida) en algin com-
ponente, debido a la utilizacién de referencias erréneas para las variables
de tensién y corriente.

Error 3 Establecer una relacién de transformacién errénea para las variables
del TI. Un ejemplo de este error es haber considerado la siguiente relacién
de transformacién para las corrientes

lo cual no es correcto, ya que dadas las referencias de corriente de la figura
correspondiente al problema principal, las relaciones de transformacion del
TT estdn dadas por (5.18).

Error 4 Suponer, de antemano, que alguna de las variables en el TT es cero.

Una variante de interés

Una variante para este problema, es analizar que ocurre con el calculo de la
potencia si se cambia la polaridad de la transformacién del TI, como se muestra
en la siguiente figura
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() Ry ip(t) ic(t)
WA 1
+ VR, (t)
() VR, (1) %Rz Rc % ve(t)
er(t) el ()
R N] ZNZ ]

De la figura deducimos que con el cambio realizado, las relaciones de tensién
y corriente del TT seran ahora

VR, (1) = —E—;vc(t) y ip(t)= —&ic(t) . (5.28)

Con estas nuevas relaciones vemos que la tinica expresién que contenia calcu-

los con las relaciones en (5.28), (5.19), no cambia. Asi, tanto el célculo de la

potencia como el del valor de R¢ para el cual ésta es maxima, se mantienen

sin variaciéon. Esto demuestra que, independientemente de la polaridad de aco-

plamiento que tenga el transformador ideal, la potencia media en alguna carga
conectada en su lado secundario no tendrd cambios.

5.3.2. Red con transformador ideal y fuente controlada

Problema 5.4.

Para este problema, consideraremos la siguiente red. Esta posee un transfor-
mador ideal, y una fuente controlada de tensién, cuya variable de control se
encuentra aislada a través del TI.

R ii(t) iz(t)
a
. Nm AR RE
VR
ve(t) i (t) va(t) @ (1)
Ti2(t)
N]iNz b

5.4.1 Calcule el equivalente Thevenin visto desde los terminales a — b, en fun-
ci6n de R, ry (Ny: Ny).

5.4.2 Calcule la expresién para la potencia entregada por la fuente controlada
de tensién, si en los terminales a — b se conecta un resistor Rc.
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Solucion

Para resolver este problema, debemos obtener una red equivalente a la co-
nectada al lado primario del transformador ideal. Para lograr esto, consideremos
las relaciones de transformacién del TT

(5.29)

Planteando la LVK para la malla conectada al lado primario del T1I, obtene-
mos
vi(t) =riz +vr(t). (5.30)

Considerando la LVK en (5.30), podemos utilizar la relacién de tensiones en
(5.29), para escribir v, (t) como

Nz .
= —(ri2(t) —vr(t)).

R ria(t) —ve(t)

Sabiendo que, por el Tercer Postulado, la relacién entre tension y corriente
para el resistor cumple con vg(t) = Ri;(t), podemos escribir (5.31) como

va(t) (5.31)

va(t) = =(ri2(t) — Ris (1))

N2
Ny
_Na N2.
=N (mz(t) RN112(t)>

N> N2\ .
= — R—=
Np (T-I— N])lz(t),

donde hemos utilizado la relaciéon de transformacion para las corrientes del TI,
mostrada en (5.29).

Del resultado en (5.32), podemos notar que la relacién obtenida entre v;(t)
v 12(t) puede escribirse como

(5.32)

v2(t) = Reqia(t), (5.33)
donde N N
2 2

Req = N_1 (T‘l‘RN—]) s (534)

con lo que estaremos modelando al TI, y la red conectada a su lado primario,
como un resistor cuyo valor depende de la relaciéon de transformacién del trans-
formador y de los valores de R y r. Por lo tanto, obtenemos la siguiente red
equivalente

i2(t)
a

w| E kg (1)t

b

Podemos ver que esta red
corresponde al equivalente
Norton, visto desde los
terminales a — b.



La corriente a través de Rm
no corresponde a i2(t), sino a
una combinacion entre i¢(t) y
la corriente de la red conectada
a los terminales a — b.

114 ACOPLAMIENTO MAGNETICO Y TRANSFORMADOR IDEAL

de la cual, es inmediata la obtencion del equivalente Thevenin visto desde los
terminales a — b

R

WW a

<> va(t)
(t)

donde Rth = Req ¥ VTh(t) = Reqir(t).
Consideremos ahora la siguiente red, la cual considera la conexion de un
resistor Re, en los terminales a — b de la red vista anteriormente

R () i2(t) a tclt)
5¢\N\/\ O TI O O
+ vr(t)
vi(t) V2 (t) i(t) VR (1)
Tis(t) 1 : Cﬁ\) ' RC% ’
N] . Nz O
b

Para calcular la expresion para la potencia entregada por la fuente controla-
da, bajo esta nueva configuracién, podemos comenzar por calcular la tensién y
la corriente en R¢ utilizando el equivalente Thevenin encontrado anteriormente.
Asi, utilizando la LVK y el Tercer Postulado para R, tenemos que

Vh(t) = Rmic(t) + Reic(t).
De esta ecuacién podemos obtener el valor de ic(t)
N Rt +Rc
Ademas, al aplicar la LCK en el nodo a, obtenemos una relacién entre ic(t)
e i2(t), la cual resulta

ic(t) (5.35)

i2(t) = if(t) —ic(t),
donde podemos escribir i;(t) en funcién de términos conocidos, usando (5.35),

como
VTh

B Rth 4+ Re )

Usando las relaciones de transformacion para la corriente en el TI, mostradas
en (5.29), es posible calcular i;(t) a partir de (5.36). Estos valores corresponden
a

i2(t) = ig(t) (5.36)

i(t) = —E—; (if(t) — Rﬂf%%) , (5.37)
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Sabemos que la potencia entregada por la fuente controlada de tensidn,
Prc(t), estéd dada por
pfc(t) = efc(t)h (t) )
donde e¢. = 1i3(t). Por lo tanto, utilizando los resultados obtenidos en (5.37) y
(5.36), tenemos que

2
N, Rc . 2
t) = —1— _— t
Prc(t) TNZ (R +Rc) if(t)7,

donde hemos considerado el hecho que vi(t) = Reqif(t) = Rrni(t).
Del anélisis anterior, sabemos que

Por lo tanto, la fuente controlada es equivalente a un resistor de resistencia
igual a N7 /N3. Por esto concluimos que la fuente controlada sélo puede recibir
potencia.

Errores

Dada la simplicidad de la red, la mayor parte de los errores que se cometen,
son de tipo conceptual. Sefialamos a continuacién aquellos més frecuentes.

Error 1 Errores en la formulacion de LVK.

Error 2 Establecer de forma errénea las relaciones de transformacién de ten-
sién y corriente, en el transformador ideal.

Error 3 Error en el cdlculo de la potencia entregada (o recibida) en algin com-
ponente, debido a la utilizacién de referencias erréneas para las variables
de tensién y corriente.

Una variante de interés

Una variante de interés al problema analizado antes, es ver que cambio in-
troduce en los resultados obtenidos, el cambio en la polaridad de acoplamiento
del TI. Para esto, consideremos la siguiente red, la cual muestra el cambio men-
cionado

R 1i(t) iz(t)
WW 5 a

vi (1) va(t) @ (1)

N]ZNZO b
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Como las referencias de las variables de tensién y corriente no han sufrido
cambios, solo la relacién de tensiones y corrientes del T1 tendran cambios. Asi,
las nuevas ecuaciones que rigen el comportamiento del TT son

vi(t)=—v2(t) e 11 =1 (5.38)

Por lo tanto, en la obtencién del equivalente Thevenin, los cdlculos que se veran
afectados por los cambios mostrados en (5.38) son los realizados en (5.31) y
(5.32). Asi, tenemos que con el cambio en la relacién de acoplamiento del TI,
vy (t) serd

N N
Rin = Req = 2< 2

Rz R——r) ¥ Vi = Reqic(t). (5.30)
1

Otro cambio importante de notar, es el que ocurre en el cdlculo de la potencia
entregada por la fuente controlada. Esto se ve reflejado en (5.37), donde hemos
utilizado la relacién de transformacién para las corrientes del TI. Es por esto
que la nueva expresion para i (t) es

ey N VTh
(= . (u(ﬂ RTHRC) ,

y por lo tanto la potencia entregada por la fuente controlada de tensién estara

dada por
2
N, Rc . 2
t = 1T— _ t
R e

donde Ry, es como la definida en (5.39).

Podemos notar que, a diferencia de la red considerada en el problema prin-
cipal, la fuente controlada es equivalente a un resistor de valor negativo, dado
por —tN;/N3. Por lo tanto, en la red considerada en esta variante, la fuente
controlada sélo puede entregar potencia.

5.3.3. Red con Transformador Ideal y Acoplamiento Mag-
nético

Problema 5.5.

Considere la red de la siguiente figura, la cual cuenta con dos inductores acopla-

dos magnéticamente y un transformador ideal. Ademds, suponemos conocidos
los valores de Ly, Lz, M, Rz, Ry y eg(t).
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TR ng (1) i (1)
—— MM = =
i vg, (1) L \ i, (1) n
() M v () R Z vt
er(t) L \
N] : Nz

Si consideramos que la fuente independiente de tension ef(t) es una fuente de
valor variable, no necesariamente sinusoidal, determine un conjunto consistente
de dos ecuaciones, en la incégnitas i, (t) e is(t).

Solucion

Considere la red bajo estudio, al aplicar la LVK en la malla que contiene a
la fuente de tension, tenemos que

er(t) = Riir, (t) + v, (1) +vi, (1) (5.40)

Podemos observar de la figura, que entre los inductores existe un acopla-
miento magnético aditivo dado que sus corrientes estan definidas bajo la misma
referencia respecto al simbolo A. Asi, las tensiones en estos elementos se pueden
escribir como

vi, (t) = L Dig, (t) + MDir, (t), (5.41a)
vi, (t) = L Dig, (t) + MDig, (t). (5.41b)

Utilizando (5.41a) en (5.40) obtenemos
er(t) = Ryir, (t) + Ly Dig, (t) + MDi, (t) + LaDig, (t) + MDi, (t).  (5.42)

Por otro lado, aplicando la LCK en el nodo que contiene a los inductores
tenemos que

i, () =1, (1) +ip (1) (5.43)
y, usando la definicién del transformador ideal,
. N, .
ip(t) = — 7L (1), (5.44)
1

(5.43) se puede escribir como

Na2s ). (5.45)

i, (t) =i, (1) — N,

Asi, reemplazando (5.45) en (5.42), se obtiene la primera ecuacién del sistema
buscado:
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er(t) = Ryir, (t) + (L1 + Lz + 2M)Dir, (£) — E—?(Lz +M)Di().|  (5.46)

Para obtener la segunda ecuacién buscada, usemos la ecuacién de tensiones
en el TI,

VR, (t) = —=vi, (t) (5.47)

y notemos, ademds, que las variables de tension involucradas en esta relacién
estan dadas por

Vi, (t) = Loir, (t) + MDiy, (t) = (L + M)DiL] (t) — E_?LZDiS (t), (5.48)
VR, (t) = 1s(t)Rz2, (5.49)

donde hemos utilizado la relacién (5.45) en (5.48).
Asi, utilizando (5.48) y (5.49) en (5.47), la segunda ecuacién buscada esta
dada por

N N
(L2 + M)Dir, (t) — > LaDig(t) = s (t)R2 (5.50)
Nj N>

Considerando los resultados obtenidos, podemos comentar lo siguiente:

= El conjunto de ecuaciones (5.46) y (5.50) muestra que, dentro de la des-
cripcién obtenida, la red puede ser descrita como si ésta fuera una red con
solo dos mallas. Esto es posible por la relacién que impone el transforma-
dor ideal entre las sefiales vi, (t) (ip(t)) y Vr,(t) (is(t)). Asi, es posible
establecer una equivalencia para el TI y R;!, quedando una red de solo
dos mallas.

= Considerando el comentario anterior, podemos escribir las ecuaciones (5.46)
y (5.50) de forma matricial. Esta forma de escribirlas corresponderia a una
formulacién directa utilizando el método de mallas. Asi, tenemos que

N>
Ry + (L1 + L2+ 2M)D —]\5\,—1&2 + 7\]:]”13 FL] (t)} _ [ef(t)]
__z . _1 is (t) B 0
(L, + M)D N1I_ZD Nsz

Errores

En este tipo de problemas, la mayor cantidad de errores que se cometen, son
conceptuales. Sefialamos a continuacién aquellos més frecuentes.

1En el Problema 5.3 se considera el estudio de este tipo de equivalencia.
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Error 1 Errores en la formulacién de LVK y LCK.

Error 2 Utilizar una relacién de transformacion errénea en el transformador
ideal. Un ejemplo de esto, es haber utilizado la relacién

en (5.44).

Error 3 Utilizar una relaciéon de transformacién errénea en el transformador
ideal, respecto a la referencia de las variables de tensién y corriente. Un
ejemplo de esto, es haber utilizado la relacién

en (5.44).

Error 4 Considerar un acoplamiento magnético sustractivo, cuando es aditivo.

Una variante de interés

Como una variante al problema desarrollado anteriormente, analicemos que
ocurre con los resultados obtenidos anteriormente, considerando la siguiente red

W) Ry L”A (1) (1)
WWWA—0 5
N e, (1) Ly \ i, (1) n
A
C) M vi, (1) Rz% VR, (t)
ef(t) L,
N] :Nz °

donde hemos cambiado la polaridad del acoplamiento en el TI, y entre L y L;,
respecto a la red original.

Como un primer paso, veamos que efectos tiene el cambio en la relacién
de acoplamiento entre los inductores, en la busqueda de la primera ecuacion.
Observando la figura, podemos deducir que ahora existe un acoplamiento mag-
nético sustractivo entre Ly y L. Este cambio se verd reflejado en (5.41a), en el
signo correspondiente al acoplamiento. Asi, tenemos que

Vi, (t) =14 Dig, (t) — MDi, (t) vy Vi, (t) = L,Dig, (t) — MD1ig, (t). (551)

Como segundo paso, veamos que efectos tiene el cambio en la relacién de
acoplamiento en el T1, en la busqueda de la primera ecuacién. De la red, podemos
ver que este cambio afecta en la relacién de transformacién utilizada en (5.44),
con lo que obtenemos para este caso

(1) = —2ig(t). (5.52)
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Con (5.51) y (5.52) obtenemos que la primera ecuacién buscada es

er(t) = Ryic, (1) + (L1 + Lz — 2M)Diy, (t) — E—f“‘“— L)Di(0).

Para la obtencién de la segunda ecuacion, vemos que el cambio en la relacion
de acoplamiento en el TI, modifica la ecuacién (5.47) quedando

VR, (t) = N_1VL2 (t). (5.53)

Con (5.53), junto a la nueva relacién para v, (t) en (5.51), tenemos que la
segunda ecuacion buscada queda

(L, — M)DiL1 (t) + N—

Asi, podemos resumir estos resultados escribiendo las ecuaciones buscadas
en forma matricial

[Fr o+ =20 Nz_f(h P ] ] e
{ (L, —M)D N—?LZD + N_;RZJ is(t) 0

5.4. Ejercicios suplementarios

Problema 5.6. Calcule la corriente Norton de la red de la figura, si se sabe
que v¢(t) = 20 cos(5t)

4[Q)]
VWA . E—
n T. 1
O
ve(t)
2:5 L .

Problema 5.7. Calcule la tensién v, (t), si Ly =3 [H], L, = 6,[H], M =4 [H],
i1(t) = 5e72t + 3 cos(5t) [Al
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() 0
=5 o —
L = va(t)
M
N A

Problema 5.8. Calcule la resistencia Thevenin de la red de la figura

R
VWA
T.LL
O O
Rt
N] : Nz

Problema 5.9. Considere la red de la figura

3k [H]

Si w =1 [rad/s], jentre qué valores varia el FP de la red si el factor de
acoplamiento k varia entre O y 17

Problema 5.10. Considere la red de la figura.

L] I—Z

Para resolver este problema
debe haber estudiado el
capitulo de redes sujetas a
excitacion sinusoidal y en
estado estacionario.
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En la red i¢(t) = 3cos(5t)[A], L1 = L, = 2/5[H], M = 1/5H] y R =1 [Q].
Obtenga una expresién para calcular i(t) vt > 0.

Problema 5.11. Considere la red de la figura.

R] RZ ¢
MV—C Oy I I
+
Acos(wt) 21 L
TI

Calcule la potencia media entregada por la fuente de tensién si C = 10 [uF],
C=1 [TTLH]7 Rz = Z[Q] y R] = 1[()_]

Problema 5.12. Suponga la red de la figura, donde Ry =2, L; =1, L, = 2,
M =1 y v¢(t) = cos(2t). Obtenga una expresion, si es posible, para tensién
va(t) Vt > 0.

Problema 5.13. Considere la red de la figura

i1(t)® ia(t)
(v IT ™ Tm(t)
L1 Lafe

Se sabe que i7(t) =0, v2(t) = 5cos(314t), Vt > 0
Ly =3[H], L =2[H] y M =1 [H]. Calcule v;(t), Vt > 0.

Problema 5.14. Considere la red de la figura, donde R = 10[Q], 1 = 2[H],
L, = 1[H], M = T[H].
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Analizar la red para v¢(t) = 4seno (5t). Formule el modelo matematico,
resuelva usando MATHEMATICA y simule con LTSPICE.

Problema 5.15. Considere la red de la figura, donde R = 1[KQ], L1 = 0,8[H],
L; =0,2[H], M = 0,3[H], v¢(t) =40(u(t) — pu(t —T)).

M
R 0
2\
YW
+ o

() L L, v (t)

ve(t) °

Calcule y grafique v, (t) parat = 0,1, 1, 10[ms]. Resuelva usando MATHEMATICA
y simule con L'TSPICE.

Problema 5.16. Calcule la inductancia equivalene L. Exprese L4 en funcién
de Ly, Lz, My (N7 : Nz).

M
A Ls /\
I—eq:> I—Z
A
N] ZNZ °©

Problema 5.17. Suponga la red de la figura, donde Ry = 1[KQ], Ry, = 2[KQ],
R3 :3[K_O_], R4 :3[K_O_], N] :Nz =1 :2yN3:N4 =3:2.
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R3
YW
YW YW
R] ° TI °© RZ TI o
Req = % R4
N] ZNZ ° N32N4

Calcule la resistencia equivalene Req. Resuelva usando MATHEMATICA .
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Capitulo

REDES ELECTRICAS CON
EXCITACIONES
SINUSOIDALES Y EN ESTADO
ESTACIONARIO.

6.1. Introduccion

El andlisis de redes en estado estacionario y con excitaciones sinusoidales cons-
tituye uno de los problemas de mayor ocurrencia y de mayor trascendencia en el
campo de la ingenieria eléctrica y electrénica. Las razones para ello son muchas y
muy variadas; sin embargo, lejos la mds importante guarda relacién con el hecho que
un porcentaje muy elevado de la energia se genera a través de tensiones y corrientes
sinusoidales. Este hecho, a su vez, se origina en que los generadores eléctricos son
mdquinas que, en su inmensa mayoria transforman energia mecanica de rotacién en
energia eléctrica. Es precisamente la rotacién en campos magnéticos la que genera
la presencia de sinusoides.

Cuando una red eléctrica lineal es excitada con fuentes de tensién y/o de corrien-
te sinusoidales, responde con sefales sinusoidales que tiene la misma frecuencia de
las excitaciones, pero con amplitudes y fases que dependen de la red en particular.
Sin embargo, las respuestas de la red contienen otras sefiales, denominadas modos
naturales. En este capitulo supondremos que esos modos naturales, tienden asinté-
ticamente a cero. En la teoria de sistemas lineales esta suposicién es equivalente a
suponer que la red es estable.

Para ser mas especifico, supongamos pues que la tinica excitacién en una red es
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una sinusoide de frecuencia angular w. Entonces, la sefial elegida como respuesta
contiene una sinusoide, también de frecuencia w7, mas una combinacién lineal
de los modos naturales de la red. Como la red es estable, esos modos decaen
asintéticamente a cero, en consecuencia, como nos interesa unicamente el estado
estacionario, sélo observaremos la respuesta estacionaria. Note ademas que, en este
marco de anilisis, las condiciones iniciales de la red no afectan el resultado, ya que
sblo aparecen en la respuesta dando mayor o menor magnitud a los modos naturales.
El estado en el que lo Unico que se observa en la red son sefales sinusoidales, porque
los modos naturales se han extinguido, se conoce como estado estacionario.

Para poder seguir los desarrollos presentados en este capitulo, es necesario que
el estudiante esté familiarizado con los conocimientos bdsicos del andlisis de redes
eléctricas. Este conjunto de conocimientos previos incluyen los métodos generales de
anélisis. Adicionalmente, se supone que el estudiante tiene conocimiento y habilidad
en el calculo con nimeros complejos. Se ha incluido un apéndice que resume los
resultados de la aritmética de nimeros complejos que tienen el mayor interés para
este capitulo.

En este texto de ejercicios, se usara el siguiente par que define la transformada
fasorial

P{Ccos(wt+v)} = % ey = %(cosy + jsenoy)

P {De®} = V2D cos(wt + 8) = V2D cos(8) cos(wt) — v/2D seno(8) seno(wt)

En estas definiciones, P{o} denota la transformada fasorial y P~ '{o} se usa
para definir la transformada fasorial inversa.. Naturalmente que para obtener la
transformada fasorial inversa de un nimero complejo, se debe conocer la frecuencia
angular w.
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6.2. Conceptos basicos en redes con excitaciones
sinusoidales.

6.2.1. Red RC con un condensador. Andlisis de los fené-
menos transitorios.

Problema 6.1.

Considere la red RC de la figura. Se trata de analizarla dadas la condicién
inicial en el condensador y la excitaciéon sinusoidal, con los datos de la red
que se indican. Dentro de este analisis, se considera el estudio de la respuesta
transitoria que exhibe la red. Con esto, se busca presentar los alcances que tiene
la transformada fasorial en el andlisis de redes en estado estacionario.

VR(t)
=MW R = 1000[C)]
4+ ) R C= 10[ Fl
() C——|vc(t) ve(0) =
(1) er(t) = Eo seno (wot) [V]

Utilizando Eg =10y wo =314 [rads™']:
6.1.1 Calcule vc(t) e i(t) , VE > 0.
6.1.2 Para la red en estado estacionario , calcule v (t) e i(t).

6.1.3 ; Cuél es el efecto de la condicién inicial del condensador en la respuesta
de la red?.

Solucion

Considerando la red bajo analisis, debemos encontrar una expresiéon que
relacione las caracteristicas fundamentales de las sefiales de excitacion de la red,
como es la frecuencia wy, las caracteristicas propias de los elementos de la red, y
la condicién inicial de condensador vc(0). Para lograr esto, utilicemos las leyes
bésicas para el anélisis de redes.

Observando la figura, al aplicar la LVK, deducimos que las tensiones en los
componentes estan relacionadas por

er(t) = vr(t) +vc(t). (6.1)

A su vez, el Tercer Postulado nos dice que la relacién entre las variables de
tension y corriente en los elementos de esta red estan dadas por
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we(t) = Ri(t),  i(t) = cdvgt(t). (6.2)

Reduciendo el sistema de ecuaciones y reemplazando (6.2) en (6.1), obtene-
mos la ecuacién diferencial

er(t) = d\)gt(t)

Para obtener esta solucion, se con T = RC. Esta ecuacién, tiene como solucién general
sugiere usar MAPLE o

MATHEMATICA - ve(t) = Ky seno (wot — 6) + (Kot +ve(0)) e /T, (6.4)

donde

+ve(t), (6.3)

2
Eowo > 1 1 T
K‘] = K2K3, Kz = W, K3 = T + w_o y 0 = seno K_3 .

Con (6.4) podemos calcular i(t), utilizando el Tercer Postulado para el con-
densador vista en (6.2). Asi, la corriente por la red es

i(t) = CwoK; cos (wot —0) — C (Kz + VC—T(O)) e /T, (6.5)

Para apreciar de mejor forma el comportamiento de la red, determinada por
la expresiones (6.4) y (6.5), la figura 6.1 muestra estas senales en el tiempo,
junto a la tensién en el resistor, vg(t). En esta figura, podemos observar el lapso
donde la respuesta estd en estado transitorio (entre t = O[s] y t ~ 0,04 [s])
en el cual se advierten los términos exponenciales presentes en (6.4) y (6.5),

Al existir esta combinacion de los cuales corresponden a una combinacién de los modos naturales del sistema
términos, notamos que habrd (los que tienden asintGticamente a cero) mencionados en la introduccién a este
transiente aunque la c.i. del capitulo, v a la condicién inicial del condensador. Ademds, a partir de t ~
condensador fuese cero. 0,04 [s], deducimos que la red estd en estado estacionario, ya que la respuesta

estd compuesta solo de senales sinusoidales.

También, podemos apreciar que el desfase que existe entre la corriente y la
tension en el resistor es cero, lo cual concuerda con el Tercer Postulado de este
elemento. Por el contrario, observamos que el desfase entre i(t) y v (t) es de 90°.
Esto se explica por el comportamiento dindmico del condensador, representado
a través de la derivada presente en el Tercer Postulado correspondiente a este
elemento.

Es simple notar que la Se verifica ademds, que las expresiones (6.4) y (6.5), describen lo presentado

expresion numérica obtenida en la figura, considerando los valores numéricos
para vc(t), cumple con la

condicion inicial para la ve(t) = 3,03seno (wot — 1,26) + 10,8967”'( \%"
tensidn en el condensador, . _t/n (6.6)
ve(0) = 8[V1, al evaluar la i(t) = 9,53 cos (wot — 1,26) + 10,8% [mA].

expresion para vc(t) en La metodologia de la transformada fasorial para el calculo de las variables

t=0I[sl. de interés en este problema, considera solo la parte estacionaria de éstas. De
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Figura 6.1: Senales v (t), vr(t) e i(t), para la red RC con condiciones iniciales
y excitacion sinusoidal.

esta forma, podemos realizar el andlisis de la red de la siguiente manera. Rees-
cribamos las relaciones dadas en (6.2), en el dominio fasorial

Ve =211, Ve =21, (6.7)

donde I = P{it)}, Vk = P{vr(t)} vy Vc = P{vc(t)}. Asi, podemos analizar

la red, utilizando el equivalente en el dominio fasorial que muestra la siguiente
figura

Ve

donde By = P{ef(t)}. Ademds, Zgr y Zc, representan las impedancias del resistor
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y el condensador respectivamente, para las cuales se sabe que

1
€= jwoC.

Zr =R, (6.8)
Aplicando la LVK a la red anterior, y utilizando las relaciones definidas en
(6.7), obtenemos

Ef

I

= 6.9
- Ir+Zc (6.9)

Podemos reducir (6.9), utilizando las definiciones mostradas en (6.8) para
las impedancias, y considerando la transformada fasorial de la fuente de tension

E.f = P{es(t)} = P{Egseno (wot)} =P {Eo cos (wot - g)} = %eﬂ‘”/z.

Asi, tenemos que el fasor asociado a la corriente i(t) estd dado por

Eo Eo .
Ef —e jmt/2 —e jmt/2 ~
= - V2 - V2 i - iei(@*ﬁ/l) (6.10)
- ZIr+Zc z Zeio V2

donde se ha utilizado Z = Zg + Z¢, para lo cual

Eo 1T \?
/I\:— = 2 - — —1
7 VA R —I—(wOC) ) @ =tan (

(,UQRC) ’

Con el resultado anterior, resulta simple calcular la expresién temporal, en
estado estacionario, para i(t). Para ello aplicamos la transformada fasorial in-
versa a (6.10), obteniendo

it)=P"" {I} =Tecos (wot+(p—g) (6.11)

Para saber la tension en el condensador, v (t), deduzcamos la expresién para
el fasor asociado a esta variable usando el Tercer Postulado para este elemento,
definido en (6.7), y la expresién (6.9) para la corriente por la red. Obtenemos
asi
1 eijﬂ/z \7C .
Ve = 1= = ——elle) 6.12

ST jweC T weC - V2 ’ (6.12)

con \7(: :T/(woC).
A partir de (6.12) podemos conocer la expresién temporal para la tensién
en el condensador, aplicando la transformada fasorial inversa a V. Realizando

este célculo obtenemos
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Las expresiones obtenidas para i(t) y vc(t) a través de la solucién de la

ve(t)

Pl {VC} = —Vc cos (wot+ @)

(6.13)

ecuacion diferencial, y del andlisis fasorial , merecen los siguientes comentarios:

= La principal diferencia entre las soluciones obtenidas por ambos métodos,

radica en la existencia de un término exponencial en la solucién entregada

por la ecuacién diferencial. Es esta componente en la solucién, que tien-

de asintéticamente a cero, la que asociamos a la existencia del fenémeno

transitorio en el comportamiento de la red.

Con lo anterior, verificamos que la transformada fasorial solo incluye la
respuesta estacionaria de la red bajo analisis, ya que la solucién mostrada

en (6.11) y (6.13), omite los términos exponenciales mencionados anterior-

mente.

= Observamos que las soluciones, obtenidas con ambos métodos, poseen se-

nales sinusoidales de la misma frecuencia que la senal de excitacién de la

red. Ademds, las senales de tension y corriente presentan diferencias en sus
amplitudes y desfases (en funcién de los elementos que componen la red)
lo cual es propio de una sistema lineal excitado por senales sinusoidales.

= Las senales de tensién y corriente, en estado estacionario, pueden ser gra-
ficadas en un diagrama fasorial como el mostrado a continuacién. En él,
se observa claramente la relaciéon angular entre las senales de interés. Ade-

mas, podemos visualizar a Vg, Vc y Ef como los lados de un tridngulo

rectangulo de hipotenusa E.

= Como una forma alternativa a la solucién planteada anteriormente, vc(t)
puede ser obtenida aplicando el divisor de tension, a la red equivalente en
el dominio fasorial. Por lo tanto, podemos expresar V¢ de forma directa

como

Vc

Zc

=E %’
T Zr+ Zc

El diagrama fasorial solo
muestra una relacion
cualitativa entre las senales de
corriente y tension, por tener
éstas distintas unidades de
medida.
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para el posterior cdlculo de vc(t), a través de la transformada fasorial
inversa.

= Comprobamos también la equivalencia entre las soluciones obtenidas por

ambos métodos (considerando solo la parte correspondiente a la respuesta
estacionaria) deduciendo que la siguiente relacién entre los dngulos @ y 0

Wwo

= Las impedancias no son transformadas fasoriales de ninguna senal, y no
tienen equivalente en el dominio del tiempo. Ellas corresponden al cociente
de dos transformadas fasoriales.

= Podemos verificar que la solucién obtenida mediante el andlisis fasorial,
entrega la misma solucién que la obtenida al resolver la ecuacién diferencial
(6.3), excepto por los términos que describen la componente transitoria
de las senales. De esta forma, podemos mostrar los alcances que tiene el
analisis fasorial, el cual no incorpora la respuesta transitoria de la red, en
la solucién que entrega. Al utilizar los valores numéricos de los elementos
del circuito, obtenemos

ve(t) = 3,03 cos (wot + 0,31) [V,
i(t) = 9,53 cos (wot — 1,26) [MA],

lo cual corresponde a los términos que no decaen a cero, en (6.6).

Con los resultados obtenidos anteriormente, podemos identificar la influencia
que tiene la condicion inicial del condensador, en el comportamiento de la red.
Observando la solucién obtenida mediante la ecuacién diferencial, (6.4), notamos
que v¢(0) influye solamente en el factor que acompana al término exponencial
que decae a cero. Por lo tanto, las condiciones iniciales de la red influyen sola-
mente en el comportamiento transitorio de la red, y no comprometen de forma
alguna la respuesta estacionaria de las sefiales. Esto ultimo es lo que justifica
la utilizacién del analisis fasorial, ya que éste omite el efecto transiente y solo
considera las senales en estado estacionario.

Errores

Error 1 Errores numéricos al realizar calculos con nimeros complejos.
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Error 2 Aplicar de forma errénea la LVK, obteniendo una ecuacién diferencial
de la forma

er(t) =—7

+ve(t), (6.14)

con T = RC, la cual tiene por solucién

ve(t) = Ky seno (wot — 0) + (Kot + v (0)) et/7. (6.15)

En esta solucién, observamos que el término exponencial diverge, es decir
que lo modos naturales del sistema no tienden asintéticamente a cero, lo
cual representaria una red inestable. Por lo tanto, la solucién encontrada
no representa el real comportamiento de la red.

Error 3 Realizar de forma errénea la transformacién de la forma cartesiana a
la exponencial, en la impedancia Zc, correspondiente al condensador.

1 - &2

Z = =
-C jwoC (l)oC woC

Error 4 Olvidar multiplicar por v/2 al obtener la senial temporal, utilizando la
transformada fasorial inversa, P! {o}.
Una variante de interés

Una variante al problema principal, considera una red RC conectada en
paralelo a una fuente de corriente, como muestra la siguiente figura

ig(t) ic(t)

() R% wr(t) € == velt)

ir(t)

donde i¢(t) = I, seno (wot).

La principal diferencia de esta configuracién, respecto a la analizada en el
problema principal, radica en que para esta red, la tensién es la misma para
todos los elementos de la red. Asi, por la LCK tenemos que

ir(t) = ir(t) +ic(t). (6.16)

Junto a esto sabemos, por las leyes de Tercer Postulado, que

() =2 = el

donde se ha utilizado que vg(t) =vc(t), al aplicar la LVK.

(6.17)
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A partir de (6.16) y (6.17), deducimos la ecuacién diferencial que modela la
red estudiada

. dve(t)
Rif(t) =7 m +vel(t),
la cual tiene como soluciéon
ve(t) = K seno (wot — &) 4+ (Kot +ve(0)) e /7, (6.18)

con t=RC,y

2
IoRwo [, 1 (T
K‘] = K2K3, Kz = W, K3 = T° + w_o y X = seno K_3 .

Podemos notar, que (6.18) es similar a la solucién obtenida en (6.4), para la
red con los elementos conectados en serie con la fuente de tension.

A partir de (6.18), el cdlculo del resto de las variables de la red se puede
desarrollar de forma simple, utilizando (6.16) y (6.17).

Para encontrar las expresiones que describen las variables de interés, en
estado estacionario, utilicemos el equivalente en el dominio fasorial de la red.
Una representacion que hace més simple el calculo, es utilizar las admitancias
de los elementos de la red, como muestra la siguiente figura

Ir Ic
() Yr Eﬂ Vr Yc Eﬂ Ve
D . . . .
donde :
YR:E’ YC:jwoC.

Al aplicar la LCK a la red equivalente en el dominio fasorial mostrada an-
teriormente, y considerando que la relacién para la tensiéon y corriente en los
elementos esta dada por

IR = YRVR e IC = chc,

tenemos que
| I
— : _ 0 —j(n/2+B)
Ve=—o— =2 ¢l 6.19
- Yr+Ye  YV2 ’ (6.19)
donde hemos utilizado la equivalencia entre la forma cartesiana y exponencial,
para representar la suma de las admitancias Y = Yg + Y¢, sabiendo que

2
Y= \/(%> + (woC)z, B =tan " (weRC). (6.20)
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Finalmente, podemos calcular v (t) aplicando la transformada fasorial in-
versa a (6.19), obteniendo

ve(t) =pP! {VC} = IVocos (wot—p —m/2) (6.21)

Las expresiones (6.18) y (6.21) merecen los siguientes comentarios:

= Las soluciones obtenidas al resolver la ecuacion diferencial, y al utilizar la
transformada fasorial, son equivalentes si consideramos la relacién

= Al desarrollar el célculo de (6.21), deducimos que la relacién entre las
senales de tension y corriente de la red, pueden ser graficadas como muestra
el siguiente diagrama fasorial. En él, observamos la relaciéon angular que
existe entre las variables de interés, lo que permite visualizar a Ig, Ic e I

como los lados de un tridngulo rectangulo de hipotenusa I.

Ve, Vi

= Un camino alternativo, y analogo a lo comentado en el problema principal,
es utilizar el divisor de corriente para realizar el calculo anterior. Asi, si
consideramos el siguiente equivalente con impedancias,

Ir Ic

ZR VR Z C VC
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donde éstas son como las definidas en (6.8), tenemos que el fasor asociado
a la corriente en el condensador queda expresado como

Zg
e =[— . (6.22)
. . R

Por lo tanto, utilizando el Tercer Postulado en el dominio fasorial para el
condensador, obtenemos la tensién en este elemento

R —i(m/2+¢) (6.23)

Io
— ¢
V2 /12 + (woRC)?

Es simple verificar que (6.23) es equivalente a (6.19), por lo que la solucién
para vc(t) obtenida utilizando el divisor de corriente, es la misma que la
obtenida en (6.21).

Ademss, utilizando la relacién para las impedancias y admitancias

Ve=2Zcle =

en (6.22), obtenemos el divisor de corriente utilizando el equivalente faso-

rial con admitancias
Yc
Ic =lf————.
-C - Yr+ Yc

Al observar la expresién (6.19), notamos que al utilizar el equivalente
fasorial con admitancias, en una red en que todos sus elementos estan
conectados en paralelo, el célculo de la tensién (comun entre todos éstos)
se simplifica bastante respecto a la utilizacién de un equivalente utilizando
las impedancias correspondientes.

En general, para una red de la forma mostrada anteriormente, con n ele-
mentos conectados en paralelo, la tensién en estos esta dada por

It

Ve = —
. 22:1 Y.k

(6.24)

6.2.2. Red RLC con fuentes controladas.

Problema 6.2.

En este problema, se analiza una red que contiene una fuente de tensién con-
trolada por corriente. En la figura, se muestra el equivalente fasorial de la red,
para la cual se entrega el valor de cada impedancia.
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Al analizar esta red, se espera obtener las expresiones necesarias para enten-
der el comportamiento de ésta, en funcién del parametro que define la fuente
controlada.

+le Zi =1+i2[Q]
L £, 5 I3 Z; =3+j410Q]
<D Z; =i6[Q]
V- VA V. Z Z
I ] M Y m : m T L=3+A
EC:GI1

En la fuente controlada utilizada en esta red, el parametro complejo G =

GelY representa una relaciéon de amplitud (G) y desfase (y) entre las sinusoides
asociadas a E¢ y 1. Asi, con los datos del enunciado:

6.2.1 Calcule la potencia aparente entregada por I¢, si G = 0,5 [Q)].
6.2.1 Para G = 0,5[Q)], calcule el factor de potencia visto por I.
6.2.1 Calcule G € R, para que el factor de potencia visto por If sea 0,9 IND.

6.2.1 Qué condicién debe cumplir G, para que la potencia aparente entregada

por E. sea cero.

Solucion

De la red mostrada en el enunciado, vemos que para saber la potencia apa-
rente entregada por la fuente de corriente I, debemos calcular la tensién V;.

Con este fin, deduzcamos las expresiones correspondientes a la LVK, LCK y
Tercer Postulado. Asi, por la LVK tenemos que

Vi +Ec = Vs, (6.25)

y por la LCK
I =11 + 1. . (6.26)
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Ademaés, podemos saber la tension V>, a partir del divisor de corriente y el

Tercer Postulado para Z;. De esta forma, obtenemos

Z3
L=, ———
-2 ?CZZ-i-Zg,
y
YAYAY
Vo =27l =1, ———. 6.27
-2 -2-2 ?CZZ-I—Z_?, ( )

Con este resultado, y sabiendo ademés el Tercer Postulado para Z7 y E.,

podemos utilizar la LVK (6.25) para el cdlculo de Iy como sigue a continuacién

Vi+E. =V,

Zii+GL =V,

V>
I = :
- L1 +G
2,73 1
L=l ——— 6.28
LT+ 237+ G (6:28)
De (6.28) y (6.26) obtenemos
=l ——— 2
.1 _f Zeq ) (6 9)
donde
7,73
Z.eq T 123

Teniendo Iy, y utilizando el Tercer Postulado para Z;, es posible calcular la

potencia aparente entregada por la fuente de corriente, ya que ésta se define por

Papr = Y1 I.f* = Z.1 I.1 I.f* . (6.30)

Segun lo anterior, y con los datos del enunciado, tenemos que

Pap,, = 103,43¢)%%7 [KVA]. (6.31)
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Para calcular el factor de potencia que ve la fuente de corriente, podemos
escribir la expresion (6.31) en la forma cartesiana

PaPIf = 103,43 cos (0,97) +j103,43 seno (0,97) [KVA],

de la cual podemos ver que el factor de potencia visto por la fuente de corriente
es

[FP1, = c0s(0,97) = 0,56 IND.

Si consideramos que @,y @, son los dngulo de V7 y If respectivamente,

a partir de la expresién (6.30) deducimos que el factor de potencia que ve la
fuente de corriente se puede escribir como

FP1, = cos ((pv1 — (plf> )

por lo que el valor buscado para el dngulo de Vi, ya que @ ., es conocido, esta

dado por
@y, =@, +cos ! (FPr,). (6.32)

Con este valor para (GIVE debemos calcular el valor de G € R para el cual se

cumpla que este valor, corresponda efectivamente al dngulo de V7.

Utilizando el Tercer Postulado para Z1, y la expresién (6.29), tenemos que

Z] + Zeq Z]If

V= Z11— G 6.33

=172l Zeq + Zeq (6.33)
| ——
X+jY X/+jY’

donde X, X’ e Y, Y’ representan las correspondientes componentes reales e ima-
ginarias de los términos que forman V;. Ademds, hemos utilizado la definicién

para G donde, en este caso, tenemos G = G, ya que buscamos un valor real para

este parametro. Asi, el angulo de V; estard dado por
Y+Y'G
—1
(PV1 = tan (m) y (634)

con lo que podremos calcular G, siguiendo el siguiente procedimiento, conside-
rando que @, fue calculado en (6.32). De (6.34) tenemos que

an (00) = X
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siendo posible obtener la variable buscada como

Y — Xtan ((pv] )

G= .
X’ tan ((pv] ) -Y

Utilizando los datos del enunciado para las impedancias y la fuente de co-
rriente, el valor de G que logra que el factor de potencia de la fuente de corriente
sea 0,9 inductivo es

\ G = 54578 Q). \

Considerando que para la red bajo analisis, la potencia aparente entregada
por la fuente controlada estd dada por

Papy, = Ecle, ", (6.35)

para que ésta sea cero, es necesario que:
= [, seaceroy/o
= E. sea cero.
Para ver si es posible conseguir la primera condicién, busquemos la expresion
para I, . A partir de (6.28) y (6.26) obtenemos
Z1 +G
I?C = m I.f .

De esta expresion deducimos que la condicién para que se cumpla I, = 0,

es

G=—7. (6.36)

Para analizar la segunda condiciéon, E. = 0, consideremos la ecuacién que
define a la fuente controlada

E. =Gl (6.37)

De (6.37), podemos decir que para cumplir con E. =0, G 6 I; debe ser cero.

Para analizar la segunda opcién, tomemos el resultado obtenido en (6.29) para
I1, de donde deducimos que la condiciéon E. = 0 se cumple solo para

G =0. (6.38)
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De las soluciones encontradas en (6.36) y (6.38), elegimos solo la solucién
mostrada en (6.36), ya que G = 0 es una solucién trivial que equivale a que no

exista la fuente controlada.
De los resultados obtenidos, es posible generar los siguientes comentarios:

= Es importante notar que la condicién buscada para lograr P, = 0, con-

sidera solo que el producto entre E. e I, sea cero, ya que, independiente
del angulo de desfase que exista entre estas senales, la potencia aparente
entregada por la fuente controlada no puede ser cero si estas cantidades
son distintas de cero. Lo anterior se puede notar de forma simple, si rees-
cribimos Pqp de la forma

Pap,, = Ecle, cos (Pe.) +jEcIe, seno (@e, ), (6.39)

donde @, es el angulo de desfase entre E. e I .

Sabemos que no hay valor de @, tal que cos(@..) y seno (@, ) sean
simultaneamente cero, por lo que, a partir de (6.39), deducimos que Pqp
serd cero solo si E. e I, son cero.

= Otro punto importante a considerar es el efecto que tiene la naturaleza de
G. Cuando esta ganancia es real, introduce solo un cambio en la magni-
tud de la variable de control de E.. Sin embargo, cuando la ganancia es

compleja, introduce ademéas un desfase en la variable de control.

= Segun el comentario anterior, deducimos que la potencia aparente entre-
gada por la fuente controlada, para el caso en que G es solo una ganancia

real, tiene solo componente real (potencia activa) siendo su potencia reac-
tiva igual a cero, ya que el angulo de desfase entre E. y I¢, es cero. Para

el caso en que la ganancia es compleja, el dngulo de desfase entre estas
dos variables corresponde al de G, por lo que la potencia aparente de la

fuente controlada tendrd componentes activa y reactiva dependiendo del
angulo de G.

Errores

Error 1 Errores numéricos al realizar cdlculos con niimeros complejos.

Error 2 No utilizar, en el calculo de la potencia aparente, el conjugado de la
variable correspondiente a la corriente. Una muestra de este error, seria
haber calculado Pqp, en (6.35) de la forma

PapEC = E_cIeC )

lo cual es erréneo.
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Error 2 Aplicar superposicién de la fuente independiente y la fuente controla-
da.

Una variante de interés

Como una variante al problema principal, cambiemos la variable de control
de la fuente controlada de tensién. Supongamos ahora que E. cumple con

Ec =GI, .

Al tener esta nueva relaciéon para la fuente controlada, es posible obtener
una red simplificada. Para esto, la fuente controlada puede ser modelada como
una impedancia, como muestra la figura

L. Le

c c

+

Ec Ec m L. =—-G

Por lo tanto, tenemos que la red estd compuesta solo por impedancias, por lo que
podemos encontrar un equivalente para ésta. Asi, utilizando las equivalencias
estudiadas en el Capitulo X-EQUIVALENCIAS , podemos reducir la red
como se muestra a continuacién

Zc Ie

donde la impedancia equivalente Z.4 estd dada por

27, Z,7;
: 2
Zeq==———, 2=—"""__@G.
o4 Z+Z1 : Z+ 73 :

Del equivalente obtenido, notamos que el factor de potencia visto por la
fuente de corriente I¢, corresponde a

FP = cos (@eq) »
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donde @.q corresponde al dngulo de la impedancia Z.q, el que puede ser calcu-

Im{Zeq}
@eq =tan ' { ——"=
Re {Zeq}

Con estos resultados, y utilizando el Tercer Postulado para Z.q, podemos

lado como

(6.40)

escribir la potencia aparente entregada por la fuente de corriente como

Pap = VifI.f* = Zqu.fI.f:Zeqlllflza

donde el valor para la potencia activa (y reactiva) dependeran del valor de @.q
calculado en (6.40).

6.2.3. Red con fuentes de distinta frecuencia. Principio de
superposicion.

Problema 6.3.

Con el objetivo de analizar que ocurre cuando una red es excitada por fuentes
sinusoidales de distinta frecuencia, consideremos la red de la siguiente figura.
Para el estudio de este problema utilizaremos la transformada fasorial, ya que es
de interés conocer el comportamiento de la red solamente en estado estacionario.
Es por esto, que dados los datos adjuntos a la figura, las condiciones iniciales
del inductor y condensador no se mencionan, ya que estos no son relevantes en
el andlisis de la red en estado estacionario, tal como se estudié en el problema
6.1 de la pagina 127.

ir(t) R
W , R = 10[Q)]
N vr(t) ir(t) ic(t) L = 10[mH]
<) L& |vlt) @) C==|vc(y ©=100A
er(t) ir(t) er(t) = Eoseno (w1t)
ir(t) = Ip cos (wat + 7/3)

Utilizando Eg = 10[V], Io =5[A], w; =200 [rads™ '] y wy =400 [rads ']

6.3.1 Calcule ig(t) y vc(t), en estado estacionario.
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6.3.2 Si la frecuencia de la fuente de corriente cumple con

i, Qué ocurre con las variables calculadas anteriormente?.

Solucion

Para resolver los problemas planteados es necesario considerar, como ca-
racteristica principal de esta red, la existencia de dos fuentes de excitacién de
distinta frecuencia. Es por esto, que debemos separar al andlisis de la red en dos

partes.

La primera parte a desarrollar, considera solo la fuente de tensién como
excitacion de la red, mientras la fuente de corriente permanece apagada. De esta
forma, calcularemos el valor que toman las variables de interés correspondientes
a la frecuencia w;. Por el contrario, la segunda parte considera el cédlculo de las
variables de interés utilizando solo la fuente de corriente como excitacién de la
red, mientras la fuente de tensién permanece apagada. Finalmente, el valor que
tomen las variables en estado estacionario, corresponderd a la suma de los valores
calculados en forma independiente, asociados a cada frecuencia de excitacién.

Para apagar una fuente de Al realizar el procedimiento anterior, estaremos aplicando el principio de
corriente independiente, se superposicion, lo cual es posible, ya que la red en estudio es lineal.
debe reemplazar ésta por un Para llevar a cabo la primera parte descrita anteriormente, consideremos la

circuito abierto peq de la siguiente figura.

ir(t) R
—W—
Vk(t) ‘i.L(t) ic(t)
+ [e)
O B =
er(t)

— [ vel(t)

En ella, podemos identificar que hemos apagado la fuente de corriente (i¢(t) =
0), por lo que la fuente de tensién es la tnica fuente de excitacién de la red. Cal-
culemos entonces, las variables igr(t) y vc(t), utilizando el equivalente fasorial
que se muestra a continuacién.

Ef

z
X
I~ -
Ve : .
. (@]
) Z v, Zc

Ve
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De la figura, podemos deducir que las impedancias asociadas a los compo-
nentes de las red son

1
Zr =R, Zy =jwiL, Zc= . A1
.R ) .L jwil, .C jw1 C (6 )
Ademas, aplicando la LVK en las dos mallas de la red, obtenemos
Er=Vr+VL y VL=V, (6.42)

donde esta tultima ecuacion, se asocia a la conexion en paralelo entre Zp y Zc.

También, aplicando la LCK en el nodo que contiene a los tres componentes,
se tiene que
Ir =11 +1Ig. (643)

Al observar la red bajo estudio, podemos notar que es posible calcular la co-
rriente por el condensador (6 por el inductor) utilizando el divisor de corriente,
si sabemos Ig. Por esto, calculemos Iz de la siguiente forma. Con (6.42) y sa-

biendo las ecuaciones de Tercer Postulado para Z; y Z¢, (6.43) puede escribirse

como
Vi V¢ Vi
[R=—+— = — 6.44
'R Zy * ZC Zeq] ’ ( )
donde
Z1Zc
Z =
' T 7+ Zc

Utilizando Vi, a partir de la LVK en (6.42) correspondiente a la malla que
contiene a Zr y Z, de (6.44) se obtiene el fasor asociado a la corriente por el

resistor, correspondiente a la, frecuencia de excitacién wi!

Er

Ir (6.45)

@ 7ZR+Zqu’

donde se ha utilizado la siguiente transformada fasorial para la fuente de tensién

Er = Ple(t)} = P{Eoseno (w1 t)} = P {Eocos (wrt =) | = %ei“/z.

Con el resultado anterior, podemos calcular el fasor asociado a la corriente
por el condensador, utilizando directamente el divisor de corriente. De esta forma

1Se ha utilizado el subindice w1 para distinguir entre los fasores calculados para las distintas
frecuencias de excitacion.
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se obtiene
Zr
Ic =1 -
s wg -Rw1 ZL‘I’ZC,

con lo cual, usando el Tercer Postulado para este elemento, se obtiene el fasor
correspondiente a la tension en el condensador para la frecuencia de excitacién
w1

Zeq]

Ve =Zclc (6.46)

- Wy

=Efz———.
w1 'fZR+Zeq1

Para continuar con la segunda parte del procedimiento para calcular las
variables de interés, consideremos ahora, solo la fuente de corriente como exci-
tacién de la red. La siguiente figura muestra la red resultante, donde se observa
que hemos apagado la fuente de tensién (ef(t) = 0).

ir(t) R
W
vr(t) ic(t) ic(t)
I L vi (1) <4\> C——1|vc(t)
if(t)

Al igual que en la primera parte, desarrollada anteriormente, utilicemos la
transformada fasorial para calcular las variables ig(t) y vc(t). Para esto, consi-
deremos el siguiente equivalente fasorial.

VA

N

I
Vi -

[z D ]/

If

Ir

donde las impedancias de los elementos estdn ahora en funcién de w3, lo cual
implica que

1
N jwzC'

ZR = R, Z]_ = jsz, ZC (6.47)

Al observar la red equivalente para e¢(t) = 0, notamos que todos los compo-
nentes de la red quedan conectados en paralelo, por lo que la tensién de éstos
se relaciona seguin

Ve =V, =—Vg, (6.48)

al aplicar la LVK.
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A su vez, la LCK nos dice que la relacién entre las corrientes estd dada por
g+ =1L+ Ic,

la cual, utilizando (6.48) y el Tercer Postulado para cada elemento, se puede
escribir como

Ve Ve Ve

LN S L
+.f ZL+ZC,

Z (6.49)

De (6.49), deducimos la expresién del fasor asociado a la tensién en el con-
densador, correspondiente a la frecuencia de excitaciéon w;

Ve o =lileqa, (6.50)

Cowy

con

VAVAYAS
ZRZy +ZRZc +ZcZy’

Zeqz =

y donde hemos utilizado la siguiente transformada fasorial para la fuente de
corriente

It = Plie(t)) = P{Io cos (wit +7/3)) = %ej”/3.

Con este resultado, podemos calcular el fasor correspondiente a la corriente
por el resistor, utilizando el Tercer Postulado para este elemento y la relacion
dada en (6.48), obteniendo asi

(6.51)

Si utilizamos los valores numeéricos de los elementos de la red, las expresiones
(6.45), (6.46), (6.50) y (6.51) quedan como

I =-—0,14—j0,68 = 0,69¢ 1178
R,

Ve =141-j0,29 =144e 7021
I =0,86—j1,25=1,52e71%7"

Ve  =-—8,62+j12,52 =152¢117

para las cuales, podemos calcular sus correspondientes senales temporales, a
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través de la transformada fasorial inversa

iRy, t)=pP""! {IR } =0,98 cos (w1t —1,78),

bl

ve,, [B) =P {vc }—2,O4cos(w1t—0,21),
Lo,
ig,, (t) =P {IR } = 2,15 cos (w2t —0,97),

vaz

(t) =P {VC } =21,5cos (wat +2,17).

@2

Finalmente, obtenemos el valor de las variables ig(t) y vc(t), como la suma
de sus componentes correspondientes a cada frecuencia, esto es

ir(t) = Ry, (t) + iRy, (t) = 0,98 cos (w1t — 1,78) + 2,15 cos (wat — 0,97) ,
(6.54)

vel(t) = Ve, (t) +vco, (t) = 2,04 cos (w1t —0,21) + 21,5 ¢cos (wat + 2,17).
(6.55)

De las expresiones (6.54) y (6.55), se puede comentar lo siguiente:

= Tal como se mencion6 al comenzar a desarrollar la solucién a este pro-
blema, y dado que la red en estudio es lineal, la soluciéon obtenida es una
combinacién lineal de los efectos que tiene cada una de las excitaciones
del sistema, en las variables de interés. Por lo tanto, podemos ver que la
respuesta del sistema, correspondiente a la frecuencia w3, posee un mayor
peso en la sefal resultante para ig(t) y ve(t).

= La superposicién debe hacerse en el dominio del tiempo, y no en el de
las Transformadas Fasoriales, porque las impedancias son funciones de la
frecuencia.

Si ahora consideramos que la frecuencia de la fuente de corriente cumple con

1
VIC’

Wy = (6.56)

al utilizar el equivalente fasorial mostrado anteriormente para e¢(t) = 0, po-
demos escribir (6.49) utilizando las relaciones de Tercer Postulado para las
impedancias del inductor y el condensador, vistas en (6.47), usando ahora la
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frecuencia w, dada por (6.56). De lo anterior resulta

Ve Ve Ve
B S L
ZR+'f ZL+ZC

1 1

:V R — R —

< ZL+ZC

= Ve (ﬂ@ +j%>

= Ve (—j\/g + J\E> (6.57)

De (6.57), podemos deducir que el fasor asociado a la tensién en el conden-
sador (para w;) estd dado por

Ve =1;Zg =17,68 +330,62 = 35,35¢) 9% (6.58)

Cwy

del cual, calculamos su correspondiente senal temporal utilizando la transfor-
mada fasorial inversa

ve,, () =P {v_c } = 49,99 cos (wt +1,05) . (6.59)

w2

Ademsds, de (6.58) deducimos que el fasor correspondiente a la corriente por
el resistor es

Vg =LiZz = Izx =-I;=-177-§3,06=354e72% | (6.60)

Cwy Cwy

y su senal temporal asociada

R,

(t) =P {IR } = 5,01 cos (wat —2,09). (6.61)

w2

Con los resultados anteriores calculamos las senales temporales ig (t) y v (t),
utilizando los valores numéricos de los elementos de la red

ir(t) = ig,, (t) +ir,, (t) = 0,98 cos (w1t —1,78) 4 5,01 cos (w2t — 2,09),
vel(t) = Ve, (t) + Ve, (t) = 2,04 cos (w1t — 0,21) 449,99 cos (wat + 1,05) .
A partir de estas expresiones, se puede comentar lo siguiente:

= Ya que Zp y Z¢ son iguales (para wy = 1/v/LC) las corrientes por estos
elementos son iguales en magnitud, pero su diferencia de fase es de 180°
(dado que Vi = V¢) por lo tanto su suma es igual a cero, derivando asi el

resultado presentado en (6.60). Lo anterior, se puede representar en plano
complejo, a través de un diagrama fasorial como el siguiente
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s El fenémeno mostrado al considerar w, = 1/v/LC, se conoce como re-
sonancia, y se produce cuando un sistema es excitado por una senal que
tiene la misma frecuencia que uno de sus modos naturales.

= Al comparar las expresiones (6.59) y (6.61), con (6.55) y (6.54) respectiva-
mente, notamos que la parte asociada a la frecuencia w, = 1/v/LC, de las
senales de tensién y corriente, poseen una magnitud mayor respecto a las
calculadas para w; = 400. Esto se puede observar en el diagrama fasorial
presentado antes, donde para cualquier otra frecuencia, Z1 y Z¢ no seran
iguales, lo que implica que las magnitudes de todas las senales de la red
disminuirdn (excepto If, por ser constante).

De lo anterior, se deduce que para la frecuencia de resonancia, la tensién
en los elementos de esta red es maxima, la que depende solamente del
valor de R.

Errores

Error 1 Errores numéricos al realizar calculos con nimeros complejos.

Error 2 Utilizar, en una red con n fuentes de distinta frecuencia, que la impe-
dancia para el inductor y condensador estan dadas por

1
jlwi+wa 4+ wy)C

Zi =jwi+wr+-+wy)l y Zc=

Las frecuencias no se superponen, lo que se superpone son las sefiales en
el dominio del tiempo.

Error 3 Considerar que la suma de n sinusoidales de distinta frecuencia, es
igual a una sinusoidal de frecuencia igual a la suma de las cada frecuencia,
es decir

f(t) = fy seno (w1t) + f2 seno (wot) + - -+ + f, seno (wnt)
% (f1+f24+---+fn)seno((wy + w2+ -+ wn)t) (6.62)
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Error 4 Olvidar multiplicar por v/2 al obtener la senal temporal, utilizando la
transformada fasorial inversa, P! {o}.

Una variante de interés

Una variante de interés para este problema, es considerar que la fuente de
tensién ef(t) tiene un valor constante. De esta forma, tendriamos que considerar
la superposicion de una fuente de tensién de frecuencia cero, y la fuente de
corriente de frecuencia w;. Supongamos entonces, que la fuente de tensién es
tal que

er(t) = Eop.

Al cambiar el tipo de fuente de tensién, no estamos alterando los resultados
obtenidos anteriormente, cuando calculamos las variables de interés apagando
la fuente de tensién. Por lo tanto, los resultados en (6.50) y (6.51) se mantienen
sin variacion.

Para el caso expuesto en esta variante, tenemos que a frecuencia cero (co-
rrespondiente a la fuente de tensién constante) las impedancias del inductor y
el condensador tienen valores que se pueden expresar como

Zi=0 y Zc=o0.

Asi, podemos modelar la red como muestra la siguiente figura.

Z
RN
e s -
+ YR (@] (@]
C) Z-L I Vi o Z-C o Ve
E, s :

De esta figura, podemos deducir que, dados los modelos para las impedancias
de L y C, las variables de interés estaran descritas por

Ef

lk=5- y Ve=0. (6.63)
. R .

Con los resultados en (6.63), podemos encontrar las expresiones temporales
para las variables de interés, aplicando la transformada fasorial inversa. Obte-
nemos entonces?

_ Eo

ir(t) = R y ve(t) =0. (6.64)

2Hemos utilizado la notacién ig(t) y vc(t) para referirnos al célculo de las variables ig(t)
y ve (1), apagando la fuente de corriente.
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Finalmente, las expresiones temporales para las variables de interés son

ir(t) = {R(t) + iR(t)wz =14 2,15cos (wat —0,97) [A],
velt) = Ve (t) +ve [, = 21,5c08 (wat +2,17) [V].

donde hemos utilizado los resultados asociados (6.50) y (6.51).
Adicionalmente, tenemos a partir de (?7?) y (6.60) que los valores para v¢(t)
e ir(t), son

ir(t) = 145,01 cos (w2t —2,09) [A],
ve(t) = 49,99 cos (wot + 1,05) [V],

cuando la frecuencia de la fuente de corriente cumple con

Wy =

1
VIC'

6.3. Potencia en redes con excitaciones sinusoi-
dales.

6.3.1. Red RC con un condensador. Analisis de potencia
y fenémenos transitorios.

Problema 6.4.

La red bajo analisis en este ejercicio, corresponde a la presentada en el proble-
ma 6.1, pagina 127. Por lo cual, para el desarrollo de este problema, utilizaremos
los valores de las variables obtenidas en el problema 6.1.

Considerando lo anterior, resuelva las siguientes preguntas:

6.4.1 Calcule la potencia instantédnea entregada por la fuente de tensién, pe, (t),
vt > 0.

6.4.2 Utilizando los valores obtenidos para vc(t) e i(t), en estado estaciona-
rio, calcule la potencia aparente que consume la red. ; Cuél el factor de
potencia de la red conectada a la fuente de tensién?.

6.4.3 Con la expresiéon obtenida para i(t) en estado estacionario, calcule la
potencia media entregada por la fuente. ; Que relacion tiene esta con la
potencia calculada en las preguntas anteriores.?

Solucién

Tal como se estudié en el problema 6.1, las senales de la red estdn compuestas
por una parte que corresponde al estado transitorio, y otra que contiene la
respuesta estacionaria. Por lo tanto, en la expresién para la potencia instantdnea
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0.1

0.08

0.06

p, (1) W]

— 0.04

0.02

| | | | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Tiempo [s]

Figura 6.2: Potencia instantdnea pe,(t), entregada por la fuente de tensién
vt > 0.

entregada por la fuente de tensién, pe, (t) (Vt > 0) debe aparecer este fendmeno.
Para comprobar esto, calculemos pe, (t), sabiendo que

Pe, (1) = er(t)i(t),

y utilizando i(t), obtenido en (6.5). Asi, tenemos que

B EoCK] Wo

N 2
EoCK]U)o
2

(0 _
Pe, (t) seno (2wot — 0) — EoC (Kz + \#) e Y% seno (wot)

no (0).

(6.65)

La representacion gréfica de la expresion (6.65) se muestra en la figura 6.4,
donde se observa que la potencia instantanea entregada por la fuente de tension,
estd compuesta por un término exponencial decreciente (que tiende a cero) el
cual representa el estado transitorio de la red. Ademds, tiene una componen-
te sinusoidal del doble de la frecuencia de excitaciéon de la red, y un término
constante.

Sabemos que la potencia aparente absorbida por la red conectada a la fuente
de tensién estd definida por

Pap = VI" (6.66)

donde V = Vg + Vc = E¢, por la LVK. Ademés, podemos escribir V en funcién

de términos definidos anteriormente. Asi, utilizando (6.9), tenemos que

V= (21 + Zz) [=ZI. (6.67)
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Reemplazando (6.67) en (6.66), tenemos que la potencia buscada queda de-
terminada por

) 712 .
Pap = Ze](P.I.I* = Te](p. (668)

La expresion para la potencia aparente de la red, obtenida en (6.68), se puede
escribir de forma alternativa como

VAG L ZT
Pap = —5 cos (@) +j —5— seno (o), (6.69)
pot.activa pot.reactiva

donde la parte real corresponde a la potencia activa y la parte imaginaria, a la
potencia reactiva.

A partir de las expresiones (6.68) y (6.69), se pueden realizar los siguientes
comentarios:

» Un indicador frecuentemente utilizado en el analisis de redes eléctricas es
el factor de potencia, FP. En este caso, se tiene que

FP = cos (@),

donde @ corresponde al angulo de la impedancia equivalente de la red
conectada a la fuente de tensién. Este dngulo corresponde al desfase entre
la tensién y la corriente en esa impedancia equivalente.

= Dado que el andlisis de estas redes se basa en el estudio de senales sinusoi-
dales, podemos escribir el valor efectivo (RMS) de las senales de tensién
y corriente como
Vv I
VRMs = —= Irms = —=
V2 V2’

por lo tanto, (6.68) se puede escribir como

Pap = ZJIT* = ZIgps€ .

= La potencia activa serd siempre positiva, para la red estudiada en este
problema, ya que la funcién coseno es una funcién par y el angulo ¢ se
ubica en el primer o cuarto cuadrante.

= Kl signo de la potencia reactiva depende de la ubicacién del dngulo .
Si éste esté en el primer cuadrante, la potencia reactiva serd positiva. En
caso contrario serd negativa.

= La potencia aparente no es una transformada fasorial. Sin embargo, existe
una senal temporal asociada, la que corresponde a la suma de una sinusoide
y una constante.
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La potencia instantanea entregada, en estado estacionario, por la fuente de
tension estd dada por

Pes (t) = er (t)i(t))

para la cual, utilizando (6.11), obtenemos

E2 E2
Pe,(t) = 70 seno (wot) seno (wot + @) = ﬁ (cos (@) — cos (LQwot + @)).

(6.70)

Ahora, para saber la potencia media entregada por la fuente de tension,

Pe,(t) , debemos calcular el valor medio de la funcién obtenida en (6.70). Rea-
lizando este calculo, tenemos que

Pe,(t) == — (cos (@) —cos (Qwot + @)) dt = == cos (@), (6.71)

1 JT/Z E3 E3
T) 1,22 2Z

donde T = 27t/ wy.

Comparando (6.69) y (6.71) podemos deducir la relacién que existe entre la
potencia aparente consumida por la red y la potencia media entregada por la
fuente de tension.

Podemos escribir la potencia aparente mostrada en (6.69), en términos de
Eo y Z. Con esto obtenemos

E2 . E3
Pap = Z COoS ((P) +) Z S€eno ((p)a
pot.activa pot.reactiva

donde comparando esta expresién con (6.71), notamos que la potencia activa
consumida por la red corresponde a la potencia media entregada por la fuente
de tensién.

Se puede demostrar de forma simple, la equivalencia entre (6.71) y el término
constante de (6.65), utilizando la relacién para los dngulos 0 y ¢ mostrada en
el problema 6.1, es decir

EoCK E2
Ofm seno (0) = =2 cos (@) .

27

Si bien esta relacién se cumple, el valor medio de (6.65) no corresponde
efectivamente al valor medio calculado en (6.71). Esto se explica por la presencia
del término exponencial en (6.65). Sin embargo, cuando la red estd en estado
estacionario (y los modos naturales se han extinguido) efectivamente el término
constante en (6.65) corresponde al valor medio de la senal.

Lo anterior muestra nuevamente los alcances que tiene el analisis fasorial,
omitiendo el estado transitorio de las senales, al momento de estudiar un red
eléctrica.



REDES ELECTRICAS CON EXCITACIONES SINUSOIDALES Y EN
156 ESTADO ESTACIONARIO.

Errores
Error 1 Errores numéricos al realizar calculos con nimeros complejos.

Error 2 No utilizar, en el calculo de la potencia aparente, el conjugado de la
variable correspondiente a la corriente. Una muestra de este error, seria
haber calculado Pqp, en (6.66) de la forma

Pap = VI,

lo cual es erréneo.

Error 3 Olvidar multiplicar por v/2 al obtener la sefial temporal, utilizando la
transformada fasorial inversa, P~ {o}.

Una variante de interés

Consideremos como variante a este problema, la siguiente red

i(t) N]\({\/‘
) L

donde hemos reemplazado el condensador, por un inductor de valor L, con con-
dicién inicial 1(0) = 0,3 [A].

A partir de la red de la figura, aplicando la LVK y el Tercer Postulado para el
resistor R, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial en la variable de corriente
i(t)

E

e

di(t)
dt
Podemos notar que esta ecuacién diferencial tiene la misma forma que la obteni-
da para vc(t) en (6.3). Asi, la solucién a (6.72) es también similar a la obtenida
para (6.3), y estd dada por

T T=—. (6.72)

i(t) = K seno (wot — 0) 4 (KyT+1(0)) e /7, (6.73)
donde
Ki— KoKy, Kp— o @wo o (1 : 0 =seno ! [ =
1 = K2R3, Z_R1+w(2)”tz’ 3 = wo y - K3 .

Con la definicién de potencia instantdnea entregada, para la fuente de tensién
er(t)
Pe, (1) = e (t)i(t),
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Figura 6.3: Potencia instantanea pe,(t), para L = 0,5,0,8, 1 [H], entregada por
la fuente de tensién de la variante del problema 6.4 Vt > 0.

junto a la expresién obtenida para i(t), pe, (t) esta dada por

EoK EoK
0 ]cos(Zwot—G)—l—Eo (K2t +1(0)) e ¥ seno (wot)+ S

cos (0) .

(6.74)

La figura 6.4 muestra una gréfica de pe,(t) para tres valores de L. En ésta

podemos notar la gran dependencia del valor de L que tiene el transitorio, dado

que la constante de tiempo para la red estd dada por T = L/R. Notamos adema4s,

que las diferencias en el desfase y valor medio entre las tres graficas, estan
asociadas a L a través del angulo 0.

Pes (t)=-—

6.3.2. Redes con factor de potencia capacitivo e inductivo.

Problema 6.5.

En este problema, estudiaremos como caracteriza una red eléctrica, el tener un
determinado factor de potencia. Ademaés, veremos la diferencia entre una red
con factor de potencia capacitivo y una red con factor de potencia inductivo.

It

I I
¢ - L = 20[mH]

Ry =21[Q]

* C—|Vc L § Vi
() : * VL = 30[\/]
If = 14[A]

\'G
' Vi, w =100[rads ']




Para construir un diagrama
fasorial basta con elegir una
referencia que sea simple
identificar, a la cual se le
puede asignar un dngulo igual
a cero

En un inductor, la tension en
éste adelanta a su corriente en
90°, y en un condensador su
corriente adelanta a la
corriente en 90°
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Utilizando los datos adjuntos a la figura responda:

6.5.1 Calcule R¢ si el factor de potencia total (FPt) es 0,8 inductivo, y C =
1[mF.

6.5.2 Calcule R si el factor de potencia total (FPt) es 0,8 capacitivo, y C =
10[mF].

6.5.3 ; Qué cambios exhibe la potencia aparente entregada por la fuente de
tensién, al considerar un factor de potencia capacitivo o inductivo?.

Solucién

Antes de comenzar con el cdlculo de variables del problema, es necesario
entender el comportamiento de red. Para esto, consideremos que las subredes
(C,Rc) y (L,RL) estdn conectadas en paralelo con la fuente de tensién v¢(t). Por
lo tanto, podemos construir los diagramas fasoriales de estas subredes como se
muestra en la siguiente figura, tomando como variable de referencia la tension
\'G

Vi

Vi

Vi

Ve

En ella, notamos que las tensiones Vr. v V¢ estan desfasadas en 90°, lo cual
también ocurre entre Vg, y V1. Lo anterior se explica por la conexién en serie

entre los elementos C — R¢c y L — Ry, ademds del desfase que presentan, entre
tension y corriente, el elemento capacitivo e inductivo.

Una vez comprendido el comportamiento de cada parte de la red, es simple
deducir la relacion que deben cumplir las variables de ésta, para poder lograr el
FP deseado.

Para poder calcular Ry si el factor de potencia total (FPt) es 0,8 inductivo,
tenemos que considerar que la tensién Vs y la corriente I+ deben tener un desfase

de @71°, el que podemos calcular como

@, =—cos ' (0,8) ~ —37°, (6.75)
con lo cual construimos el fasor If = Iye®r.
Como ya conocemos el fasor I¢ en su totalidad, podemos saber la relacién

entre las corrientes que lo conforman. Esto es, por la LCK,
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If =1Ic + 1.

Esta relacién se muestra en el siguiente diagrama fasorial,

donde notamos el desfase correspondiente a @T° entre V¢ y I¢. Ademads, como la

relacién angular entre Ic e I es (en general) distinta de 90°, podemos escribir

I¢ en funcién de las componentes reales e imaginarias de estos fasores?

Re{I_f} —Re{llc}—i—Re{I_L}, (6.76a)
Im{I.f} = Im{I.C} + Im{I.L} . (6.76b)

Con los datos entregados en el enunciado, calculamos la magnitud de la
impedancia del inductor, Xt ,

X1 = wL = 2[Q)],

con la cual podemos saber Iy, ya que Vi es conocido, utilizando el Tercer Pos-
tulado para el inductor

V
I, = -t =15[Al (6.77)
XL
Para saber el valor de @, , debemos calcular Vg, , ya que para este angulo se
cumple que
Vi

—3 6.78
Ve (6.78)

ta‘n((PL) =

lo cual se observa del diagrama fasorial mostrado anteriormente para la conexion
L—R;.

3Si el d4ngulo entre estos fasores es 90°, sus magnitudes se relacionan con Ij de la forma
2 _ 12 2
2=12+12.
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Como Ry es conocido, utilizando el resultado en (6.77), la tensién en este
resistor esta dada por
Vg, = LRy = 30[VI]. (6.79)

Ademads, como Vi y Vg, estdn en cuadratura, podemos calcular V¢ como

Vi =/VZ+VZ =30V2[V], (6.80)

lo que nos serd 1util en calculos posteriores.
Con (6.78) y (6.79), el valor de @, es

@, =tan ' (—=1) = —45°. (6.81)

Con los resultados obtenidos en (6.77) y (6.81), es posible caracterizar com-
pletamente el fasor Ip = Ire®t. Con esto, y dado que Rc no es conocido,

podemos calcular I¢ a través de las ecuaciones mostradas en (6.76), despejando

el término correspondiente a esta variable

Re {IC} =Re {If} — Re {IL} =Ifcos(¢@,) —ILcos (¢, ) =0,57[A], (6.82a)

Im{IC} = Im{If} - Im{IL} = I¢seno (@, ) — I seno (@, ) = 2,18[A],
(6.82b)

con lo que tenemos que I¢ estd dado por

2 2
Ic :\/Re{lc} —I—Im{lc} = 2,26 [A]. (6.83)

Ademas, el angulo asociado a este fasor, puede ser calculado como

Im{lc}
Tl ——2 | =75,25°. (6.84)
Re{Ic}

Asi, calculando previamente la magnitud de la impedancia del condensador,

Q. =tan

1

X = — =
€~ wC

10[QY],
usando el Tercer Postulado para este elemento, obtenemos la magnitud de su
tension

Ve = Xcle = 22,6[V].
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Teniendo el valor de V¢, y utilizando el resultado en (6.80), es posible calcular
la magnitud de la tensién en Rc, Vr., como

Vi =/ V2 — V2 =3591[V],

sabiendo que Vr. y V¢ estan en cuadratura.

Finalmente, teniendo el valor de Vg y utilizando el Tercer Postulado para
Rc, obtenemos el valor buscado para este resistor, tal que se cumpla que el
factor de potencia total de la red conectada a la fuente de tensién v¢(t) sea 0,8
inductivo

Vre
Ic

Rc = ~ 16[Q].

Para determinar el valor de R¢ tal que el factor de potencia total (FPt)
sea 0,8 capacitivo, debemos seguir un procedimiento similar al anterior, pero
ahora consideraremos que la corriente I tiene un comportamiento como el que

muestra la siguiente figura, respecto a las variables I¢, Iy y V5,

I
De la figura, deducimos que el angulo del fasor I estd dado por

@, =cos ' (0,8) ~ 37°, (6.85)

con lo que tenemos que Iy = 14e37° [A].
Como el valor de R¢ influye solo en el cédlculo de I¢, el fasor Iy calculado

anteriormente se mantiene invariante respecto al valor de este resistor, lo que
nos permite seguir un procedimiento similar al anterior. Asi, utilizando las ecua-
ciones (6.82) y (6.83) junto al nuevo valor de @, calculado en (6.85), tenemos
que

Re{IC} =0,57[A], Im{IC} =19,03[Al,
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con lo que obtenemos

2 2
“} cimfic) w0

A su vez, calculamos el dangulo asociado al fasor I¢, usando la expresion

mostrada en (6.84), para los nuevos valores de la componente real e imaginaria
de IC

Q. = 88,27°.
Teniendo el fasor I¢ y sabiendo que la magnitud de la impedancia del con-

densador, estd dada por
1

:K:

el valor de V¢ es, utilizando el Tercer Postulado para el condensador,

Zc 11Q],

Ve =Zcle =19,04[V].

Con este valor de V¢, y sabiendo el de V¥, calculamos el de Vg como

Ve = /V2 = V2 = 37,91[V],

lo que, junto al Tercer Postulado de R¢, nos entrega su valor

De lo anteriormente analizado, se puede destacar lo siguiente:

= Al observar las expresiones (6.75) y (6.85), notamos donde radica la di-
ferencia entre un factor de potencia capacitivo e inductivo. En el primer
caso, el angulo calculado preserva las caracteristicas de una red compuesta
por elementos inductivos, en la cual la tensién adelanta a la corriente en
un cierto dngulo. Caso contrario ocurre en (6.85), donde el dngulo cal-
culado preserva las caracteristicas de una red compuesta por elementos
capacitivos, donde la corriente adelanta a la tensiéon en un cierto angulo.

= Para el caso de FPt capacitivo e inductivo, la parte real de I¢ es la misma

en ambos casos, ya que solo cambia la parte imaginaria de I¢ y, por lo

tanto, ¢ debe compensar solo la variacién en esta componente.

= Es importante notar que los diagramas fasoriales muestran una relacién
cualitativa entre las variables de tensién y corriente, ya que las unidades
de medida de estas variables son distintas.
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Del analisis anterior, se puede deducir que para un valor dado de FPt, el que
éste sea capacitivo o inductivo influye solamente en la componente imaginaria
de la potencia aparente de la red, es decir en la potencia reactiva. Esto se puede
observar al considerar la definicién de potencia aparente para esta red

Pap = \_/fI_f*a (686)

la que es posible reescribir en términos de ¢, como

Pap = Vslfcos (@, ) 4 jVelsseno (@, ).

De esta dltima ecuacién, concluimos que el signo de @, (el cual depende si
FPt es negativo o positivo) influye solo en la potencia reactiva de la red, ya que
en su cédlculo estd presente el término seno (@, ), el cual depende del signo de
@, por ser el seno una funcién impar. En la componente real de P4, (potencia

activa) no se exhiben cambios dependiendo del signo de ¢, ya que
cos (@) = cos (—@.).

Errores

Error 1 En el célculo del factor de potencia, confundir el signo del dngulo
asociado a éste, dependiendo si el factor de potencia es capacitivo o in-
ductivo?.

Error 2 Calcular la magnitud de un fasor Q =X +Y como
Q=VvX2+Y2
cuando X e Y no son perpendiculares.
Error 3 No utilizar, en el calculo de la potencia aparente, el conjugado de la

variable correspondiente a la corriente. Una muestra de este error, seria
haber calculado Pqp, en (6.86) de la forma

Pap = Vil¢ )
lo cual es erréneo.

Una variante de interés

Como una variante al problema anterior, consideremos que ahora la red es
como se muestra en la siguiente figura

4Para mayor detalle, ver comentarios a las expresiones (6.75) y (6.85) vistas en la pagina
162
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Vi

Ic

R Vr

donde los valores que sabemos son V;y = 500 [V], Vg =400 [V], Ic = 10[A]. Nos
interesa saber el valor de I sabiendo que el factor de potencia total de la red
conectada a la fuente de tensién es 0,6 capacitivo.

De la figura, observamos que Vg y V1 estan en cuadratura, porque las impe-

dancias R y jwL tienen un angulo relativo de 90 grados, ya que por ellas fluye
En una conexién en serie, la la misma corriente. Usando la LVK, vemos entonces que

corriente es la misma para
todos los componentes.

Vi =V + W,

por lo que podemos calcular la magnitud de la tensién en el inductor como

VE=VE+VE = VL =300[V].

Esto indica que R/wL = 4/3. Por lo tanto, el dngulo de Zi = R 4 jwL,

@1, cumple con cos(@r) = 0,8. Por otro lado, I¢ esta adelantado en 90 grados

respecto a V¢. Si a lo anterior agregamos el dato que cos (@¢) = 0,6, podemos

hacer un diagrama fasorial de las variables de la red, como el que se muestra a

continuacion

e A

It

(PT

\J

QL

I

Vi

Del diagrama fasorial, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

It seno (@7) + I seno (@r) = Ic,
It cos (1) —IL cos (@) =0,

del cual obtenemos la solucién para Iy = 6 [A].
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6.3.3. Red con acoplamiento magnético.

Problema 6.6.

El problema a analizar consta de una red que posee dos inductores, los que
presentan acoplamiento magnético entre si. Es por esto, que la utilizacién de
una red equivalente para modelar esta situacion, es 1til al momento de estudiar
la red.

. 000 N R = 1000[0)]
t

v el L, =10[mH
<4\> p— ]_1 f ] [m ]
R T vRr(t

if(t) Vc('[) C I_z = 100 [mH]
er(t) = Eg seno (wt)

1¢(t) = Ip cos (wt)

Para w = 100[rads™'], Eo = 10[V] y I = 2 [A]:
6.6.1 Calcule i, (t) si M =L;.
6.6.2 Calcule i, (t) si M = L,.

Solucion

Como primer paso en la busqueda de la solucién a los problemas planteados,
observemos el efecto que tiene el acoplamiento magnético presente en la red, en
las variables de tension y corriente de los elementos involucrados.

Segun la red mostrada en el enunciado, la relacién de acoplamiento entre los
inductores Ly y L, (graficada a través de los circulos junto a estos elementos) re-
presenta un acoplamiento magnético aditivo entre Ly y L. Con esto, deducimos
que la tensién en estos elementos estd dada por

Vi, (t) =1, % (iL1 (t)) + M% (iLz (1)) s (6.87&)
v () = Lo (0, () + M (1, (1), (6.87b)

El hecho que exista acoplamiento magnético aditivo entre Ly y L, se ve
representado en (6.105), donde el término correspondiente a este fenémeno se
suma a la parte estandar dada por el Tercer Postulado de estos elementos.

Teniendo las expresiones (6.105), podemos utilizar una red equivalente a
la mostrada en el enunciado del problema. La caracteristica principal de ésta,
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im (t) M LL-M :LLZ (t)
000" 000"
+
- Voo (1) Voo, (1)
(@ i, (t) er(t)
() c — | vel(t) Vim, (t) L1—M R ve(t)

Figura 6.4: Equivalente para acoplamiento aditivo.

es que no posee acoplamiento magnético entre sus componentes, haciendo mas
simple la solucién al problema. La figura 6.4 muestra esta red equivalente, para
la cual se puede verificar que las expresiones en (6.105) atin son validas.

En base a red equivalente mostrada en la figura 6.4, analizaremos los pro-
blemas propuestos anteriormente:

M =1,
Para el caso en que M = L1, podemos reducir la red equivalente de la figura

6.4, a una red atin mas simple. Dado que L1 — M = 0, aplicando la LCK en el
nodo que contiene los tres inductores, tenemos que

i, (1) =im(t) — i, (1), (6.88)

donde podemos calcular im (t) e ir, (t) dividiendo la red en dos, como se muestra
a continuacién.

™ ('[) M
L0
ie(t) Ym0
if(t)<> C p— ve (t]

Para realizar el cédlculo de las variables, consideremos el siguiente equivalente
fasorial para esta red
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Im Znm
Ie V.M
O e
donde
Z.C— ZM:jwM, Z.Z:jw(Lz—M), Z.R:R, (6.89)

jwC’
vy Ef e If son, respectivamente, las transformadas fasoriales de la fuente de

tension v¢(t) y la fuente de corriente i¢(t), dadas por

Er = Pfur(t)} = P (Eqseno (wt) = %e"ﬂ , (6.90)

Io
7

A partir de este diagrama, podemos ver que la corriente In; es posible calcu-

I.f =P{ie(t)} =P{Ipcos (wt)} = (6.91)

larla usando el divisor de corriente en la primera malla de la red. Asi, Ip estéd

dada por
VAS

Im=L=——.
M -fZC-FZM

(6.92)
A su vez, 11, se puede calcular a partir de la LVK aplicada en la segunda
malla

V., =—E— VW,

M2
junto al Tercer Postulado para Z, y Zg. Asi, obtenemos

Ef
Zy+Zx’

I, = (6.93)

Con los resultados obtenidos en (6.92) y (6.93), y utilizando el equivalente
fasorial para la LCK (6.88)

I, = I;_\/l —1Ir,,
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obtenemos la representacién fasorial de ir, (t) cuando M =L,

Zc Es
=1 : +
TZe+ZIm 2o+ 2k

I, (6.94)

Teniendo la expresion fasorial para i, (t) obtenida en (6.94), podemos tener

su valor utilizando las definiciones hechas en (6.89), (6.90) y (6.91), junto a

los datos entregados en el enunciado. Asi, tenemos que (6.94) queda expresada
numéricamente como

I, =1,418 —j0,007 [A]. (6.95)

Finalmente, obtenemos i, (t) aplicando la transformada fasorial inversa a
(6.95)

i, (t) =P {Ih } = 2,01 cos (wt — 0,005) [A].

M=1;

Si M = L, tenemos que en la red de la figura 6.4, L; — M = 0. Asi, podemos
simplificar ésta red quedando como se muestra a continuacién

im(t) M i, (t)
L0000
= - +
ic(t) Vw0
(@ i, (1) er(t)
if(t) C ::]\VC(U VM1 (t)]\ ]_1 —-M R T VR(t)

Para realizar el calculo de las variables, utilicemos el siguiente equivalente
fasorial

IM ZM ILZ
+
IC VM ILI

. . Ef

(@ m Ve VM] .
Iy Zc ) 2 Zg VR

donde®
Zy = jw(l_1 - M) . (6.96)

5El resto de las variables fasoriales, corresponden a las definidas en (6.89), (6.90) y (6.91).
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A diferencia de la situaciéon en que M = L7, ahora no podemos separar la red
en dos, para simplificar el calculo de las variables. Por lo tanto debemos utilizar
las ecuaciones que resultan al aplicar la LVK, la LCK y el Tercer Postulado.

Aplicando la LVK tenemos que las ecuaciones resultantes son

Ef = VM1 — Vg, (6.97a)
Ve =Vm + VM] . (6.97b)

A través de la LCK tenemos las siguientes relaciones para las corrientes
I =Im —Ic, (6.98a)

=TI, +1r, - (6.98b)

Ademas, el Tercer Postulado para cada impedancia esta dado por

Ve =Zrli,, VM =Zmlm,
' (6.99)
Vm, =4:1,, Ve=~Zclc.
Para encontrar el valor de la variable de interés, comencemos a partir de

(6.97b) a buscar una ecuacién que relacione Ir, solo con valores conocidos. Asi,

de (6.97b) y (6.99) tenemos que
VM1 =Vec—Vm =Zclc —ZmIm (6.100)

utilizando (6.98a), (6.98b) y reagrupando los términos semejantes, obtenemos
Vm, =Zcls — (IL] + ILZ) (ZC + ZM> (6.101)
En (6.101) el tnico término desconocido es It,, por lo que es necesario ex-
presarlo en funcién de Ip,. Para lograr esto, sabemos que I, se relaciona con
Vi a través del Tercer Postulado para Zg. Asi, de (6.99) y (6.97a)

VR VM1 - E.f

,=—=—1—. .102
%2 ZR ZR (60)

Reemplazando (6.102) en (6.101), y utilizando el Tercer Postulado para Z;

dado en (6.99), tenemos que

Es VANIE

Z.1 I, = Z.CI.f + Z;R (ZC + Zm) — ZR. <ZC + ZM) — I, (ZC + ZM) .
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Asi, despejando la variable de interés, obtenemos la representacion fasorial para
It, cuando M =L,

Zc (ZRIf + Ef> + ZmEs

I, = . (6.103)
' IRZy + (ZC + ZM) (21 +ZR)

Teniendo la expresién fasorial para ir, (t) obtenida en (6.103), podemos tener
su valor utilizando las definiciones hechas en (6.89), (6.90), (6.91) y (6.96), junto
a los datos entregados en el enunciado. Asi, tenemos que (6.103) queda expresada
numéricamente como

I, =1,418 40,006 [A]. (6.104)

Finalmente, obtenemos i, (t) aplicando la transformada fasorial inversa a
(6.104)

ir, (1) =P {Ih } = 2,01 cos (wt + 0,004) [A].

Errores
Error 1 Errores numéricos al realizar cdlculos con niimeros complejos.

Error 2 Asignar un angulo distinto a cero a la transformada fasorial de una
senal descrita por una funcién coseno.

Error 3 Confundir el dngulo de la transformada fasorial de una senal descrita
por una funcién seno, usando 7t/2, siendo —7t/2 en valor correcto.

Error 4 Errores de signo en las tensiones, al realizar una LVK en una malla
donde las tensiones y corrientes, pueden no estar definidas en referencia
combinada. La LVK es independiente de como estén definidas las corrien-
tes.

Error 5 Olvidar multiplicar por v/2 al obtener la sefial temporal, utilizando la
transformada fasorial inversa, P~ {o}.

Error 6 Considerar un acoplamiento aditivo cuando se trata de un caso sus-
tractivo y vice-versa.

Una variante de interés

Una variante de interés para el problema principal es el fenémeno de aco-
plamiento magnético sustractivo. Para representar este tipo de acoplamiento,
consideremos la siguiente variante de la red presentada en el enunciado del pro-
blema.
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Vi, (t) i, (1)
C’JW
ic(t) L +
D o G M o)
) ::C ]_1
i) [ vel 0, (v R me

En esta red, la relacién de acoplamiento entre los inductores Ly y L, (gra-
ficada a través de los circulos junto a estos elementos) entrega esta vez, una
expresioén para la tension en ellos dada por

v (0 = Ty (0, () = M (0, (1),
v () = Ly (1, () — M (11, (1),

De lo anterior, la red equivalente mostrada en la figura 6.4 ya no es valida,
y es necesario reemplazarla por la siguiente red equivalente

imMt) —M L+M i, (1)
{000 /000N
- - _ Jr
el Vi (1) Vi, (1)
®
if(t) c p— e (t) VM1 (t) ]_1 +M R VR (t)
y su correspondiente equivalente en el dominio fasorial
M Zm z I,
V V *
Ic M I, M2 .
D, 'f
If Z.C V.C Z.] VM Zr A%

donde notamos que en este caso, las impedancias Zy, Z1 y Z; quedan definidas

como

Im =—jwM, Zi=jw(Li+ M), Z;=jw (L, +M). (6.106)
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Con las variables definidas anteriormente, podemos observar que respecto al
problema principal, solo cambia la LVK (6.97a) por

Efr=Vm, — VR — VMm,. (6.107)
A partir de (6.107), y utilizando el Tercer Postulado para Zr y Z2, I, queda

Vm, — Ef
I, =——o. 6.108
FZ ZR + Z2 ( )
Reemplazando la nueva expresién para I, en (6.101) y utilizando el Tercer

Postulado para Z; dado en (6.99), obtenemos

Zcls (ZR + Zz> -I—I_:_ <ZC + ZM>
I, = S S : : : . (6.109)

74 (ZR + Zz) + (Z] + 7y + ZR> (ZC + ZM)

Asi, dependiendo del valor que tome M, la expresién fasorial de i, (t),
(6.109), serd

I, =142—30,01[A] y I, =142—j0,02[A],

para M = L; y M = L, respectivamente. Por lo tanto, utilizando la transfor-
mada fasorial inversa, el valor de it (t) cuando M =1L es

i, (t) = 2,0059 cos (wt — 0,007) [A],

y para M =1,
ir, (t) = 2,0053 cos (wt — 0,017) [A].

Al desarrollar esta variante, podemos notar que (6.109), es una expresién
general para el calculo de Ir,, ya que estd en funcién de Zy, Z; y Zm. Es por

esto, que la expresién (6.109) se reduce a (6.94) para Z; = 0 cuando M =Ly, y
a (6.103) para Z; =0, cuando M = L;.

6.3.4. Correccion del factor de potencia.

Problema 6.7.

La red bajo andlisis, considera la conexién de un motor, con un factor de
potencia FPyp y una potencia mecanica Pec, a una red eléctrica ideal modelada
por V:. El objetivo de este andlisis, es encontrar una solucién al problema que



6.3. Potencia en redes con excitaciones sinusoidales. 173

se presenta cuando el factor de potencia de una red, no es el adecuado. Este tipo
de problema se observa cuando a un red eléctrica, se conectan cargas de bajo
factor de potencia, lo cual requiere grandes cantidades de corriente para lograr
un determinada potencia activa en la carga.

La solucién presentada a continuacién, busca llevar el factor de potencia de
la red conectada a V¢, FP1, lo més cercano a la unidad.

I, g 5
Im Ic Pimec = 20 [HP]
+ ' ' FPp = 0,6 IND
() Zm Zc m Vi = 1000 [V]
Vi

Considerando que la eficiencia del motor es 1 = 0,8 y la frecuencia de la red
es f = 50 [Hz], responda:

6.7.1 Sila impedancia Z¢ es de la forma

1

Lc=—
.C )wC’

calcule el valor del condensador C que lleva el FPt a 1, cuando S estd
conectado.

6.7.2 Si la impedancia Z¢ es de la forma

1
Zc =R —
.C c+ )wC )
analice bajo que condiciones es posible llevar el FPt a 1, cuando S se
conecta.
Solucién

Para entender de mejor forma el impacto que tiene la conexién de Z¢, en el

factor de potencia de la red completa, estudiemos primero el comportamiento
de las variables eléctricas cuando S esta abierto.

Con el dato de la potencia mecénica que desarrolla el motor, es posible cal-
cular la potencia eléctrica (potencia activa) equivalente que tiene el motor. Para
obtener esto, consideremos la equivalencia entre potencia mecanica y potencia
eléctrica

1[HP] ~ 746[W].

La eficiencia de un motor
eléctrico se mide por el
porcentaje de la potencia de
alimentacion que estd
efectivamente disponible como
potencia en el eje del motor



Esto ocurre porque Zc

corresponde a la impedancia
de un condensador, en donde
la corriente adelanta a la
tension en 90°.
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Con este dato, podemos calcular la potencia eléctrica (potencia activa) como

Pm
Pacty = n“ 746 = 18,65[KW]. (6.110)

Teniendo la potencia activa del motor, utilizando su factor de potencia FPpq,
calculamos la magnitud de la corriente a través de éste, de la forma

P
Pacty = Vilmcos (@) = Im= Vfﬁm) = 31,08[Al.
M

Con el dato correspondiente al factor de potencia del motor, FPp, es posible
conocer el angulo entre la tension Vs y la corriente Im, @,,,

FPm =cos(¢@,,) = @, =—cos '(0,6) ~ —53°,
por lo que podemos escribir Iy utilizando este valor, ya que V; tiene angulo

cero segun el enunciado. Asi, obtenemos

Im = Ime®m =31,08e %3, (6.111)

Con el valor obtenido en (6.111) para la corriente por el motor, es posible
inferir el cambio que debe provocar la conexién de Z¢, en la corriente que entrega

la fuente. Como la conexién de este elemento no debe interferir con el normal
funcionamiento del motor, es decir, no debe afectar la potencia mecédnica que
este genera, tenemos que mantener la potencia activa del motor sin variacién,
llevando el factor de potencia de la red lo méas cercano a la unidad. Para entender
de mejor forma lo anterior, veamos la siguiente figura, en la cual se muestra el
caso en que solo el motor esta conectado a la fuente (izquierda) y cuando se
conecta Z¢ a través de S (derecha)

Ic

Vi

\J

Inm =1t

En la figura, podemos apreciar que la corriente I¢ estd en cuadratura con
Vs, por lo que la conexién de Z¢ influye solo en la componente imaginaria de la

corriente I¢, dada por la LCK

If =Im + I, (6.112)
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la que podemos escribir en funcién de sus componentes reales e imaginarias
como

It =Imcos(@,,)+jImseno (¢, )+ijlc.

Por lo anterior, deducimos que para llevar el factor de potencia total de la
red, FPT, a la unidad, debemos elegir un valor de C tal que la corriente por éste
tenga la misma magnitud que la componente imaginaria de Iz, es decir

[c =—Im {IM} = —Imseno (,,) = 24,82[A], (6.113)

con lo cual If tendré solo parte real, y por lo tanto el d&ngulo entre la tension V¢
y la corriente Iy serd cero. Asi, se cumplird que FPt = 1.

Ademas, sabemos que
Ic = Vf(UC = VfZTlffC,

por lo que utilizando el resultado en (6.113) obtenemos el valor de C que lleva
el valor de factor de potencia de la red conectada a la fuente de tensién, a la
unidad

Ic
C =
ZVfT[f

~ 79[uF].

Para el caso en que Z¢ es de la forma

1
Zc =Re + ——
< C+ij’

la corriente I¢ tendrd parte real e imaginaria distinta de cero, a diferencia del

caso anterior, dado el término resistivo que tiene. Para entender de mejor forma
la situacién que ahora se plantea, observemos la siguiente figura

Ic

En este diagrama fasorial, considerando la misma LCK vista en (6.112),
notamos que bajo una eleccién no adecuada de Rc y C es posible que Iy no
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llegue a estar en fase con V. Si consideramos esta LCK, para que los fasores I¢

e Im tengan parte imaginaria con igual magnitud, se debe cumplir que

Im{Ic} = ‘IM seno (@,,) } = 31,08 seno (53°) [A], (6.114)

lo cual no es posible resolver para C y R¢ simultdaneamente, ya que se tiene solo
una ecuacién para dos incégnitas®, donde

Vi = tan~ <X—C> , (6.115)

IC:ﬁ Yy ®c
\/Re + Xz

con Xc = 1/(wC).
Por lo anterior, estudiaremos el problema dejando fija una de las variables:

Si consideramos R¢ fijo y X¢ variable, de las relaciones mostradas en (6.115)
tenemos que I¢ solo puede tomar valores que cumplen con

donde la igualdad se cumple para Xc = 0, lo cual no es una posible solucién a
nuestro problema, ya que significaria que C — oo y por lo tanto, @ . = 0, con
lo que no seria posible que If y V; estuvieran en fase.

De (6.115), podemos deducir el lugar geométrico que tendrd el fasor Ic en

el plano complejo. Este corresponde a una semicircunferencia dada por

V. \V
Im{l_c} = ﬁseno(Z(pc) v Re{x_c} = ﬁ (1+cos(29.)), (6.116)

para 0 > @ < m/2.
A continuaciéon vemos una figura que muestra los distintos lugares geométri-
cos a los cuales pertenece el fasor I¢, para distintos valores de Rc.

V¢ I¢ V¢

>
>

Sun caso similar es estudiado en el problema 6.5, pagina 157.
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En la figura, se observa que para R¢c = 30 no hay solucién a nuestro problema,
va que el valor méximo que puede tomar la parte imaginaria de I¢ es V¢/(2Rc),

Im{I.C} < \Im{I.M} -

Caso contrario a lo anterior, ocurre para Rc = 20, lo cual es solucién de

(6.116) para @ . =45° y
Im{IC} - ‘Im{IM} ‘

Con esto es posible obtener el valor de C, a partir de (6.115). Asi,

por lo tanto

~ 158[uF].

~ 2nfRe

De (6.116) notamos que al seguir disminuyendo el valor de Re¢, el radio de
la semicircunferencia donde se inscribe el fasor I¢ aumenta, lo que lleva a la

existencia de dos soluciones a nuestro problema. Lo anterior se muestra en el
siguiente diagrama fasorial, donde las dos posibles soluciones se han presentado
con los subindices 1 y 2, para las variables @, Ic y Lt.

De esta figura podemos notar que, para valores de R¢c que cumplan

existen valores para Xc tales que

m{ic}|= fim {1 |

Asi, es posible calcular los valores para @y @, utilizando (6.114) y la
expresién para la componente imaginaria de I¢c dada en (6.116). Con esto, y

Rc = 10[Q)], tenemos que

0. = %senoq (2\5—f31,08 seno (53°)> ,
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G, =1488 y @ =90° @, =75]12°

Con estos valores, es posible calcular los valores correspondientes para C, a
través de (6.115), obteniendo

\c1 ~1200[uF] y C, ~ 85[uFl.

Si consideramos Xc¢ fijo y R¢ variable, de las relaciones mostradas en (6.115)
tenem