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Capitulo

ANA/L/ISIS DE REDES
TRIFASICAS

1.1. Introduccién

En la civilizacién como la conocemos hoy, los sistemas polifasicos, y en parti-
cular los trifasicos, constituyen el arreglo basico para la generacién, transmision,
distribucién y utilizacién de la energia eléctrica.

Este capitulo estd centrado en problemas de andlisis de sistemas trifdsicos. En
realidad, desde el punto de vista de las herramientas necesarias para ese anélisis, este
capitulo podria ser parte de una mas general, en el que se trata el tema de redes
sujetas a excitaciones sinusoidales y en estado estacionario. Sin embargo, hemos
preferido desarrollar un capitulo independiente para destacar las particularidades de
este tipo de redes, y aprovechar sus simetrias para facilitar el analisis.

Los problemas incluyen principalmente redes con generadores trifasicos equili-
brados, alimentando cargas que, en algunos casos, son equilibradas, y en otros,
desequilibradas. Para que el lector pueda aprovechar en buena forma el contenido
de este capitulo se requiere un buen manejo de transformadas fasoriales, aritmética
de niimeros complejos y las herramientas gréficas asociadas. Se espera también que
el lector conozca métodos generales de andlisis de redes, en especial, los métodos
de mallas y de nodos.

Uno de los temas de importancia instrumental es el de la notacién. Los aspectos
de mayor relevancia en este tema son

= La transformada fasorial (TFas) de una sefial f(t) = Fcos(wt + «) se define
como

. F
Plf()} =F=Fla= 7

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



2 ANALISIS DE REDES TRIFASICAS

= En este texto, las tres lineas de las redes trifdsicas se denotan por la triada
{a,b,c}. En la literatura de la especialidad también se suelen usar {A, B, C},
{R,S, T} o {U, V, W}

= |La magnitud de la Tfas de las tensiones entre lineas, en el caso de genera-
dores balanceados, se denota por V. Si ademds, la carga es balanceada, las
corrientes de lineas tienen la misma magnitud, la que se denota por I,
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1.2. Analisis de redes trifdsicas equilibradas. 3

1.2. Analisis de redes trifasicas equilibradas.
1.2.1. Conexion de carga equilibrada en delta.
Problema 1.1.

En el presente ejercicio se ilustrara una de las conexiones posibles de cargas en
sistemas trifasicos.

i A
* ) :
Eab z Eqv = Ve Z01V]
i i . Epe = Ve £ —2m/3[V]
E b -Cab Z .
ca ch‘ Eca = Vi 427'[/3 \%
T , Ve =380[V]
i z I, 7 =30 4010
C
I

Considere el sistema trifasico de la figura, en donde la fuente de alimentaciéon
es equilibrada en conexién delta (A) y posee una tensién efectiva de 380[V] a
50 [Hz]. Por otra parte, la carga conectada a la red es equilibrada en conexién
delta y esta descrita por la impedancia Z=30— j40 [Q].

1.1.1 Calcule las corrientes de linea y las corrientes en las fases de la carga.

1.1.2 Determine la relacién entre las corrientes de linea y las corrientes en la
carga.

Solucion

La conexion de la carga en A y la fuente de alimentacién en A constituyen la
configuracion mas simple de conexion de fuentes de alimentacion y cargas, pues
un simple LVK permite determinar la relacién entre la tensién entre lineas y la V corresponde a un nimero
tensién en cada fase de la carga. complejo, en tanto que V
Se dice que una fuente de alimentacién polifisica es simétrica cuando se corresponde a su magnitud.
cumple que la magnitud de la tensién asociada a cada fuente (Vaqv, Voe ¥ Vea)
es la misma y se encuentran simétricamente distribuidas en el plano fasorial.
En el caso trifasico, una fuente de alimentacién equilibrada, en secuencia
positiva, cumple con

Eab = Vi Lot (1.1)
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4 ANALISIS DE REDES TRIFASICAS

Epe = Ve Zax —27/3 (1.2)

Eca = Ve Za+2m/3 (1.3)

donde « es un dngulo cualquiera (en este ejemplo o = 0). La secuencia positiva
corresponde a desfases temporales de la forma

ean(t) = V2V, cos(wt + «) (1.4)
epe(t) = V2V, cos(wt + a—27/3) (1.5)
ecalt) = V2V cos(wt + a+27/3) (1.6)

A su vez, es posible definir una secuencia negativa en la cual los fasores de
la red de alimentacién trifasica corresponden a

Eab :Ve o (17)

Eve = Ve Lo+ 21/3 (1.8)

Eca = Vi Lo —21/3 (1.9)

Las secuencias positiva y De acuerdo a las ecuaciones (1.7) a (1.9), la secuencia negativa estd carac-

negativa constituyen las dos terizada por

unicas formas de orientar las
tensiones de alimentacion en

un sistema trifdsico. eab(t) = V2V cos(wt + ) (1.10)

epe(t) = V2V; cos(wt + a+27/3) (1.11)

ecalt) = V2V cos(wt + a—27/3) (1.12)

Por otro lado, una carga equilibrada implica que las impedancias en las tres
fases, son iguales en magnitud y fase, es decir

Zavo =Zve =Zea = Z L@ =50/ —53,13° (1.13)

Asi, la corriente en la carga conectada entre las lineas a y b puede ser
calculada como

Ve 380 380

[ == = ="" (30+i40) = 7,6 Z/53,13° [A 1.14
Cab Z 30_]40 2500 (3 +J ) ) 3) 3 [ ] ( )
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1.2. Analisis de redes trifdsicas equilibradas. 5

Como en este caso el sistema de alimentacién trifidsico posee una secuencia

positiva, entonces las restantes corrientes en la carga I., e I. , pueden ser
calculadas como
Ic,. = 7,6 Zarctan (4/3) —2m/3 [A] (1.15)
I.,, = 7,6 Zarctan (4/3) + 2m/3 [A] (1.16)
Efectuando un LCK en el nodo A se obtiene
I A (1.17)
Al desarrollar la expresion (1.18) resulta
1, =7,6 Zarctan (4/3) — 7,6 Z arctan (4/3) + 27t/3 [A] (1.18)

Desarrollando el resultado expuesto en (1.18) se llega a
I, =
3 .4 .
7,6 5 + jg —cos [arctan{4/3} + 27t/3] — j sen [arctan{4/3} 4+ 27t/3] | [A]
(1.19)

De donde resulta )
I, =7,6V3223,13°[A] (1.20)

El resultado obtenido en (1.20) merece algunos comentarios:
= La relacién entre corriente de linea y corriente en la carga equilibrada
cuando la impedancia trifasica estd conectada en A, se calcula segin

I, =V31.,, 24— @—m/6 (1.21)

El resultado en (1.21) es independiente de la estructura de la fuente de
alimentacién trifdsica. Si bien el cédlculo efectuado es aplicable sélo a la
fase a, puede extenderse en forma simple a las fases b y ¢ incluyendo en
el angulo el desfase asociado a cada una de las tensiones entre lineas.

= El factor v/3, presente en la expresién (1.21), se repite en muchos resulta-
dos en los sistemas 3¢; en efecto, tal como se comprobara posteriormente,
serd un elemento comun en el calculo de las corrientes y tensiones de li-
nea y de fase, tanto en la carga como en la fuente de alimentacion. Sin
embargo, el resultado (1.21) sélo es valido cuando la carga es equilibrada.

» Una observacién de validez general es que el factory/3 aparece cada vez
que se restan dos cantidades pertenecientes a un conjunto equilibrado de
tensiones o corrientes. Esta idea se puede ilustrar de la siguiente manera:
considere el conjunto trifasico equilibrado {f1,M2,M3}, 11 =N2 =nN3 =10,
y luego suponga que necesitamos calcular una variable 11;), dada por 11) =
17 —12. Entonces la situacién queda descrita por el diagrama fasorial
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La expresion &% puede ser
descompuesta como

cos(a) 4+ jsen(a). Ademds,
siempre se cumple |ej°‘} =1.
En otras palabras, un factor
exponencial complejo solo
agrega desfase a la expresion
original, sin alterar su
magnitud.

6 ANALISIS DE REDES TRIFASICAS

donde p = 7/6 [rad]. Entonces 1 = 21 cos(p) = v/3n

= Tal como se ha mencionado en el parrafo anterior, el andlisis para el caso
de cargas desequilibradas parte de la premisa de que las impedancias de
las cargas conectadas tienen, en general, diferentes magnitudes y diferentes
fases. En ejercicios posteriores se analizara el comportamiento de una red
trifdsica cuando existe una carga desequilibrada (ver seccién 1.3).

Aplicando el mismo principio que el expresado para (1.15) y (1.16) es posible
expresar las corrientes Iy e I en base a (1.20) como

I, =1qe 723 =7,6V32£—96,87° (1.22)

. =1, 273 =7,6V3 £143,13° (1.23)

Los resultados expuestos en (1.22) y (1.23) pueden ser deducidos conside-
rando que tanto la red de alimentacién como las cargas con equilibradas, por lo
que las corrientes que circulan a través de cada una de las lineas es la misma;
la tnica diferencia radica en que las corrientes estdn desfasadas simétricamente
en el plano fasorial.

En la figura 1.1, se presenta un grafico temporal con las corrientes de linea
iq(t) y por fase en la carga iqp(t).

Errores

El problema propuesto en esta seccién constituye uno de los ejemplos mas
sencillos que permiten introducir el anélisis de redes trifasicas en estado estacio-
nario. Sin embargo, dado que se emplea el tratamiento con ntimeros complejos,
se puede incurrir en variados errores. A continuacién se mencionan los mas fre-
cuentes.

Error 1 Sumar numeros complejos en su magnitud. Este error comin puede
evitarse considerando que los niimeros complejos son elementos que poseen
una magnitud y una fase asociada; en consecuencia la suma de dos niimeros
complejos no corresponde a la suma de sus magnitudes, salvo que ambos
nimeros complejos posean el mismo dngulo.
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Corriente de linea y corriente de fase en el tiempo
20 T T T T T

Corriente [A]

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Tiempo [s]

Figura 1.1: Diagrama temporal para las corrientes de linea i4(t) y por fase en
la carga iqp (t).

Error 2 Divisién o multiplicacién incorrecta por el factor v/3 para la conversién
de las magnitudes de corrientes de fase a corrientes de linea y viceversa.

Error 3 Errores en las amplitudes del grafico 1.1. Las amplitudes obtenidas
para dicho grafico constituyen las amplitudes obtenidas para las transfor-
madas fasoriales inversas. Cabe destacar que las transformadas fasoriales
de las tensiones y corrientes se trabajan en su valor efectivo, por lo que
al traspasar la variable al tiempo debe escalarse por un factor de v/2 para
obtener la amplitud correcta.

Error 4 Errores en el cédlculo complejo de la corriente de linea I,. La proba-
bilidad de cometer esos errores se puede disminuir siendo rigurosos en la
notaciéon y procediendo de la forma més ordenada posible.

Una variante de interés

Una variante de interés al problema propuesto es considerar un esbozo del
diagrama fasorial de las tensiones y corrientes resultantes del circuito propuesto
en el ejercicio anterior. Esto permitira obtener una idea de la distribucién fasorial
de una red trifasica delta alimentando una carga en delta.

Inicialmente, se dibujan los fasores correspondientes a las tensiones de linea,
tal como se expresan en las ecuaciones (1.7) a (1.9). Luego, se procede a dibujar
las corrientes por fase en la carga dadas por (??) a (1.16) y, finalmente, se
esbozan las corrientes de linea descritas en las ecuaciones (1.18), (1.22) y (1.23).
Lo anterior entrega el diagrama fasorial presentado en la figura 1.2.

En la figura 1.2 es posible apreciar que, en este caso, la corriente de fase
en la carga adelanta a la correspondiente tensién entre lineas suministrada a la
red. Esto siempre se cumple para carga capacitiva ( parte imaginaria negativa),
pues esta ultima caracteristica introduce un atraso de la tensién con respecto
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8 ANALISIS DE REDES TRIFASICAS

ibc

l.':bc

Figura 1.2: Diagrama fasorial de las tensiones de linea, corrientes por fase en la
carga y las corrientes de linea calculadas en el ejercicio original.

a la corriente. Sin embargo, el desfase de la correspondiente corriente de linea
puede ser positivo o negativo dependiendo del signo de —¢ < 71/6.

1.2.2. Conexién de carga equilibrada en estrella con red
de alimentacion en delta.

Problema 1.2.
La red presentada a continuacién constituye una de las conexiones utilizadas en
las redes eléctricas industriales.
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Ia Van
[ — —
* -
Eab ; z Eab = Ve Z0[V]
. " Ven Epe = Ve £ — 21/3 V]
<> Eca - - n Eca = Vg 427I/3 [V]
+ T i z Ve =380 (V]
X . .
Eve ° Ven Z =120+3501[Q]
[ — —
I Z

Considere la red de alimentacion trifdsica con una carga equilibrada conectada FEn este caso también se

en estrella, tal como se presenta en la figura precedente. La red de alimentacién considera un generador con
es de 380 [V] efectivos entre lineas, con una frecuencia de 50 [Hz]. Por su parte, secuencia positiva.

la carga tiene una impedancia de Z =120+ j50[Q]/¢ a dicha frecuencia de

operacion.

1.2.1 Determine la relacion entre las magnitudes de la tension entre lineas V,
y la tensién por fase en la carga Viy,.

1.2.2 Calcule la potencia aparente entregada a la carga trifdsica, la que se
denota por Pgp,, -

Solucion

Para responder a la primera pregunta se puede aplicar el método de mallas,
lo cual resulta en

22 2| |Ia| _ |Ea (1.24)
—Z 27| |1 Eve '
Despejando Iy y 1(5 en (1.24), se obtiene
| 1 [22 7] [Ew (1.25)
Ig| 322 |72 27| |Ev. '

Entonces, a partir de (1.25), se deduce que

. 2 . 1 .
37 b 37 be ( )

Ademsés se sabe que Vgn = I - Z. Empleando (1.26), se obtiene

Vo =1, . 7= %Eab v %Ebc (1.27)
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10 ANALISIS DE REDES TRIFASICAS

Por otro lado, un LVK sobre la red trifasica de alimentaciéon permite esta-
blecer que Eab = — (Ebc + Eca). Reemplazando esta tltima igualdad en (1.27),

resulta
1. 1 1

Van = 3Eao + 3E0e 3 (FretEed) = 3 (B o) (129)

El desarrollo de la expresién expuesta en (1.28) conduce a

. 380 1T .V3) 380 V3
Van = =D (1 + 7 —JZ> A Z — arctan (3> (1.29)

De una manera similar, y usando la caracteristica de secuencia positiva, es
posible establecer que

380

Van = —= £ —71/6 1.30
7 / (1.30)
. 380

Von = —= 2L —m/6—21/3 1.31
on = % / / (1.31)

Ven = 380, /6 + 21/3 (1.32)

V3

Los resultados expuestos en (1.30) a (1.32) demuestran que la relacién entre
las magnitudes de las tensiones de fase (Vin) y las tensiones de linea (V;) estd
dada por

Vi =V3Vin (1.33)

En este caso, la relacién (1.33) es valida debido a la presencia de una carga
equilibrada en la red trifasica. El resultado expuesto deja de ser valido cuando
la carga conectada difiere en magnitud y/o en fase para cada una de las lineas,
dando lugar a resultados diferentes.

Un analisis grafico de lo expresado en las igualdades (1.30) a (1.32) es pre-
sentado en la figura 1.3. En ella se observa que las tensiones de linea adelantan
a las tensiones de fase en la carga.

AL evaluar numéricamente la tensién de fase en la carga, se obtiene

Van = Von = Ven = 3\2 ~ 220 [V] (1.34)

El valor de tensién calculado en (1.34) corresponde al valor nominal de la
tensién efectiva domiciliaria en Chile. Sin embargo, la carga trifdsica que repre-
sentan los hogares es desequilibrada. Por ello no se puede analizar como la red
de este ejercicio. Para esa situacion son validos los resultados del analisis que se
hace en la secciéon 1.3.1.

El célculo de la potencia aparente consumida por la carga trifisica se puede
obtener considerando la potencia aparente en una sola fase, para luego obtener
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l::CCI

Ven

v(lﬂ.

l;:bc

Figura 1.3: Diagrama fasorial de las tensiones de linea y las tensiones de fase en
el problema analizado.

la potencia aparente total multiplicando el resultado por 3, es decir, la relacién
de potencia aparente trifasica Pap 34 COI la potencia aparente monofasma Pa]D "
en una carga equilibrada estd dada por

paps(b =3 Pﬂpnp (1.35)

La potencia aparente para la fase a ( o la fase b, o la fase ¢) se calcula segin

Vanz _ VKZ

papzb:van'ia*: Z* _32*

(1.36)

El resultado alcanzado en (1.36) conduce a que la potencia aparente trifdsica
para esta red esté definida como

. Ve2 V2
Pa%:spam:% ; Lo=T1Z/¢ (1.37)
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La expresion (1.38) puede ser
empleada para el cdlculo de la
potencia aparente trifdsica en
cualquier red que posea cargas
trifisicas equilibradas.

12 ANALISIS DE REDES TRIFASICAS

donde 1, = I, = I, = [;. El simbolo I; se reserva normalmente para denotar la
magnitud de las corrientes de lineas en un sistema balanceado.

Una forma maés conveniente para expresar la misma potencia aparente en la
red trifdsica es considerando la igualdad (1.33) en (1.36), lo cual conduce a

Pap3¢ ==V3V, 1 Lo = V3 Vi1 cos @ + V3V seno @ (1.38)

Asi, las potencias activa y reactivas trifasicas estan dadas por

Pactsy = V3 VeI cos @ (1.39)

Preact34, = \/§Vz Iy seno ¢ (140)

Al evaluar (1.37) se obtiene

) 2 2
P _ 3% 380

a = 12 j =1110,7 £ 12 1.41
P3e = 120 —350 16900( 0+ 350) 0,7 Zarctan(5/12) [VA] ( )

Un rasgo clave de las relaciones precedentes es que la potencia aparente
trifasica compleja tiene el mismo angulo que el dngulo de la impedancia en cada
fase de la carga. Asi, el factor de potencia trifasico es el mismo que el de cada
fase, lo cual es intuitivamente esperable.

Errores

La red analizada en este problema puede dar lugar a errores de tipo concep-
tual. A continuacién se presentan los maés frecuentes.

Error 1 Transformacién incorrecta entre las magnitudes de las tensiones entre
linea y de fase. El factor /3 divide a la tensién de linea para dar lugar a
la tension de fase, por ende, siempre se cumplira que la tensién de fase es
menor en magnitud a la tensién entre lineas.

Error 2 Suma de magnitudes de ntmeros complejos. Este error, a pesar de
que es béasico, se comete normalmente, pues se trata de operar como si
fuesen nimeros reales, siendo que éstos se encuentran definidos mediante
una parte real y una imaginaria. En consecuencia, la magnitud de la suma
de dos ntiimeros complejos no corresponde a la suma de sus magnitudes, a
menos que éstos se encuentren en fase.

Error 3 Caélculos de potencias aparentes en forma incorrecta. Los errores mas
frecuentes asociados a este cdlculo se encuentran en la definicién dada en
(1.36), pues se olvida cominmente conjugar la expresién de corriente o
que se opera en base a nimeros complejos.
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Error 4 Determinacién de la potencia trifiasica aparente en cargas desequili-
bradas utilizando (1.37). El resultado expuesto sélo es aplicable a cargas
equilibradas, pues, en el caso de cargas desequilibradas, la potencia apa-
rente trifdsica corresponde a la suma compleja de las potencias aparentes
por carga, las cuales no necesariamente resultaran de la misma magnitud
y fase.

Una variante de interés

Una variante al problema del cdlculo de la potencia aparente trifasica es
utilizar la expresién (1.38). Para ello es necesario conocer en forma explicita las
corrientes de linea presentes en la red trifdsica. Tomando los datos del problema,
la corriente de linea en la fase a corresponde a

Van 220

la= =" = 7205550

=0,13(12—35) (1.42)
Por lo tanto, la potencia aparente entregada a la carga trifasica corresponde

Paps, = V/3-380-0,13(12+35) = 85,56 (12 +j5) (1.43)

Estos céalculos llevan a

Pa‘p34, =1112,3 Z arctan <152) [VA] (1.44)

El resultado expuesto en (1.44) coincide con el presentado en (1.41), salvo
pequenas diferencias por redondeos numéricos.

El calcular la potencia trifasica aparente compleja, usando la suma algebraica
de las potencias aparentes complejas por fase tiene siempre sentido, aunque la
carga sea desequilibrada. Esta afirmacién se sustenta en que ella corresponde
sélo a la aplicacion del principio de Tellegen.

1.2.3. Conexion de carga equilibrada en estrella con gene-
rador de alimentacion en estrella.

Problema 1.3.

El siguiente ejercicio analizard un sistema trifasico en el que tanto el genera-
dor como la carga conectada se encuentran en una configuracién estrella. Esta
configuracién, a la cual se agrega un cuarto conductor, el neutro, es lo que se
encuentra en el sistema de distribucién de energia domiciliaria.
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Z=40+j30(Q]

/\-1- Ia MA
N ZZ-

Ea . Ea =E4 Z0[V]

V .
+ bn Ep =Eg £ —21/3[V]
() 1
N W, i —] Y B =E 221/31V]

Ep ° Eq = 220[V]
Y-

N

Ec

vnN

En este caso, también se ha Considere la red de la figura, donde tanto el generador trifdsico, como la carga
considerado el caso de un equilibrada se encuentran en configuracién estrella.
generador con secuencia
positiva. 1.3.1 Determine las tensiones en la carga Van, Vbn, Vcn y la tensién entre
neutros VnN.

1.3.2 Calcule las corrientes por fase en la carga ia, ib, I..

1.3.3 Calcule la potencia aparente trifasica, Pam o

Solucion

A fin de determinar las tensiones aplicadas a cada una de las cargas conecta-
das, es conveniente transformar las fuentes de tension a sus equivalentes fuentes
Una fuente de tensién de corriente. La figura 1.4 presenta la red equivalente al efectuar la conversién

conectada en serie a una de fuente de tensién a fuente de corriente segin
impedancia es equivalente a

una fuente de corriente en .
paralelo con la misma [ = X (1.45)
impedancia. yA
Adicionalmente, resulta practico introducir la siguiente notacién
a=1/2n/3 (1.46)
a’?=1/-2n/3 (1.47)

Tomando la definicién efectuada en (1.46) y (1.47) es posible demostrar que

T+a+a?=0 (1.48)

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



1.2. Analisis de redes trifdsicas equilibradas. 15

(D) v D) In ) | Van |\| 2 z z

N

Figura 1.4: Red trifasica equivalente a la presentada en el problema original.

Aplicando (1.45) a cada una de las fases (y utilizando las definiciones (1.46)
y (1.47)), se obtiene

: E

Ian = 7‘1 (1.49)
: Eb a?E,

Ihn = = = — 1.50
BN = 5 (1.50)
: E. aE

Ien = ?C = Z.“ (1.51)

Por otro lado, la impedancia equivalente en paralelo a las tres fuentes de
corrientes corresponde a .
. VA
Zeq — g

En tanto, la corriente total entregada a la impedancia equivalente corres-
ponde a

(1.52)

feq = lan + Ton + Ien = (14 @+ a?) %N =0 (1.53)

En consecuencia, la tension entre neutros VN queda definido segin

Van = leq - Zeq =0 (1.54)

Por ende, dado que la tensién entre neutros es nula, los nodos n y N pueden ser
conectados por un cable ideal o neutro, sin que por él fluya corriente eléctrica vy,
por lo tanto, sin alterar los valores de las demas variables de la la red. El hecho
de que la red no experimente cambios en su comportamiento por la presencia de
un cable de conexion entre estos nodos se debe a que las cargas conectadas a la
red trifasica son equilibradas. Sin embargo, en la préctica, las redes domiciliarias
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La potencia aparente por fase
puede ser calculada con
cualquiera de las tres fases, ya
que el resultado obtenido
stempre serd el mismo.
También se cumple que
=L =1L=1IL.
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trabajan bajo un régimen de alimentacién en el que cada hogar recibe una de
las lineas (a, b o ¢) y el neutro, y como las cargas conectadas a cada una de las
fases no seran iguales, se producen desbalances en las corrientes de las lineas.
Este desbalance se expresa en una corriente en el neutro, de amplitud diferente
de cero.

Asi, tanto con carga equilibrada como con carga desequilibrada, vemos que al
conectar el neutro entre los nodos n y N, cada una de las cargas queda conectada
directamente a su respectiva fuente de alimentacién monofésica, obteniéndose
entonces que

Ea = Van (1.55)
Eb = Von (1.56)
Ec = Ven (1.57)

La tnica diferencia entre los casos de carga equilibrada y desequilibrada, es
que en el primer caso, la correinte por el neutro es siempre cero; en el segundo
caso, en general, eso no es asi.

Utilizando los resultados expuestos en (1.55) a (1.57) para calcular las co-
rrientes de fase, se obtiene

 Ven 220 22 3
I, = 7 20150 5 / — arctan <4) [A] (1.58)
. VN 2204-2m/3 22 3
Iy = 7 40130 5 / —2m/3 — arctan <4) [A] (1.59)
. Ven  22022m/3 22 3
[e=—= =—/2 — - 1.
> 20730 5 7/3 — arctan <4) [A] (1.60)

Los resultados expuestos en las expresiones (1.58) a (1.60) concuerdan en
que el desfase entre la tensién de fase y la corriente por fase en la carga (que es
equivalente a la corriente de linea) estd dado por el dngulo de fase presentado
por la impedancia conectada a cada una de las fases.

Para calcular la potencia aparente trifasica, se puede proceder de manera
similar a la forma ilustrada en la seccién 1.2.2, pues, dado que se trata de una
carga equilibrada, la potencia aparente trifisica correspondera a

Papg(t, :3Pap¢ (161)

En donde Pap » corresponde a la potencia aparente por fase, la cual queda
determinada segun

Pupd):Ea'ia*:Eb-ib*:Ec'ic*:E~1gZ(p (162)
Donde ¢ = arctan(3/4) es el angulo de la impedancia. Se sabe ademds que
V¢ =+/3-E, por lo que (1.62) resulta en
Ve Ve

].)apd, = ﬁ g Lo = ﬁ e Zeo (163)
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Reemplazando (1.63) en (1.61) resulta

. V,
PClP3(1) =3 7% L= ﬁv@ v A(P (164)

Por lo tanto, la potencia aparente trifasica se puede calcular segun

PapN, - \/?:VE : IZ é(p (1.65)

El resultado que aparece en (1.65) es idéntico al obtenido en (1.38). Lo
anterior no constituye una coincidencia, pues puede demostrarse que la potencia
aparente trifisica puede calcularse segiin (1.64) para cualquier red trifdsica,
siempre y cuando la carga conectada a la red sea equilibrada.

Para el problema en analisis, la potencia aparente trifasica se puede evaluar
numéricamente segin

. 22
Papso = V3-380- 5 / arctan (i) = 2896 / arctan <i) [VA] (1.66)

En consecuencia, la red trifasica presentada en este problema conserva algu-
nas caracteristicas de las redes trifasicas anteriormente estudiadas. Puesto que
todas ellas consideran cargas trifasicas equilibradas, se mantienen intactas las
expresiones que permiten calcular la potencia aparente trifasica y las relaciones
entre las tensiones de fase y de linea en la carga.

Una observacién de utilidad préactica es que, cuando tanto el generador como
la carga estan en estrellas equilibradas, el problema de andlisis se reduce a
resolver un problema monofdsico. En efecto, de (1.54) se tiene que la tensién
ente los nodos N y n es cero; asi, podemos considerar el probelma monofasico
que se muestra en la figura

f\+ Ia L
W, —
E VA
a
N n

Figura 1.5: Red monofésica para analizar redes 3¢ equlibradas en configuracién
A- A

En la Figura 1.5 se ha agregado un conductor que une los nodos N y n, de
modo de capturar la idea que Vnn, = 0. Entonces se aprecia que

[, =% (1.67)
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18 ANALISIS DE REDES TRIFASICAS

Las otras corrientes se deducen directamente, conociendo la secuencia del
generador. Esta idea se puede generalizar para tratar redes equilibradas en la que
hay cargas trifsicas (equilibradas) en paralelo, como se muestra en la siguiente
figura

Z;
Gen. 3¢

equilibrado -
Z
Z;

Figura 1.6: Red 3¢ equilibrada con cargas en configuracion estrella y en paralelo.

Suponemos que se conocen la tensién entre lineas Vg, asi como Z y Z, Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que el generador estd conectado en
estrella, donde la tensién en cada fase es Eq, = Vy/ V3. Ademés, resulta directo
demostrar que la diferencia de tensién los nodos ny n’ es cero. Asi el equivalente
monofasico resulta

+

Z] zZ
Ea
N n n’

Figura 1.7: Equivalente monofésico para red 3¢ equilibrada con cargas en con-
figuracion estrella y en paralelo.

De esta figura se deduce directamente que

Z1 +Zz

- ; 1.68
1+ 725 ( )

Ia: a

donde Eq = Egy.

Errores

El problema propuesto en esta secciéon puede dar origen a errores tanto de
andlisis como de cédlculo propiamente tal. A continuacién se mencionan los més
frecuentes.
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Error 1 Considerar que la tensién aplicada a la carga corresponde a la tension
entre lineas y no a la tensién entre fases. Este error puede ser evitado si
se considera a cada fase de la red como independiente de las restantes,
mediante un cortocircuito entre los nodos ny N.

Error 2 Manipulacién errada con nimeros complejos. Si bien se ha insistido en
las secciones anteriores en este error, no deja de ser importante mencionar
que la gran fuente de errores de cédlculo se encuentra en efectuar una
operatoria errada con nimeros complejos.

Error 3 Calcular la potencia aparente de la red trifasica como si fuese la po-
tencia aparente por fase. Dado que se esta analizando la red trifdsica en su
totalidad, la potencia aparente trifasica corresponde a la suma compleja
de las potencias aparentes presentes en cada una de las fases.

Error 4 Transformacion incorrecta desde fuentes de tensién a fuentes de co-
rriente. Para evitar este error se debe considerar que una fuente de tension
V en serie con una impedancia Zes equivalente a una fuente de corriente
V/Z en paralelo a la misma impedancia.

Una variante de interés

Considere el sistema 3¢ original. Suponga luego que las lineas de alimenta-
cién no son ideales, ya que cada una de ellas tiene una impedancia Zy =2 £0.
Entonces se pide calcular lo siguiente
1.3.4 Determine las magnitudes de las tensiones en cada fase de la carga origi-

nal.

1.3.5 Calcule el porcentaje de la potencia activa entregada por el generador
que es disipada en las lineas.

La situacion queda descrita en la siguiente red

Al observar la red de la figura, se aprecia que el sistema trifasico sigue siendo
equilibrado. Para respaldar esta afirmacién basta considerar que el mismo ge-
nerado equilibrado estd alimentado una carga estrella, en la que la impedancia
por fase es ahora Z+Z;. Asi la tensién Van sigue siendo cero, y la corriente de
linea es

E 220
|Z + Z,| (40 + 2)2 + 302

Con este valor podemos calcular la magnitud de la tensién por fase en la
carga Vg = Van = VN = Ven, la que estd dada por

I, = = 4,26 [A] (1.69)

Vg = 1,Z = 213[V] (1.70)

También con el valor de I; podemos calcular la potencia disipada en cada
impedancia de la carga original, Pqc¢/q, ¥ en cada linea, Pqc¢ /¢, las que resulta
ser
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[u—
=}

—
o

— e
o

HO O @)

Figura 1.8: Red trifasica con lineas de impedancia 7.

Poct/p = 1§Zcos @ =726 [W];  Pacrse = 1§Zy = 36,3 [W] (1.71)

En consecuencia, el porcentaje de potencia disipada (perdida) en las lineas
es

PQC
Lt -100% = 4,76 %

Pact/@ + Pact/d)

1.3. Analisis de redes trifasicas desequilibradas.

1.3.1. Conexion de carga desequilibrada en estrella con
generador equilibrado en estrella.

Problema 1.4.

En el problema propuesto en esta seccién se analizard el comportamiento de la
red trifasica cuando se conectan cargas desequilibradas. Este es un ejercicio para
entender las diferencias entre el caso equilibrado y el caso desequilibrado, méas
que para ilustrar un caso real. En la practica, cuando se sabe que la carga es
desequilibrada, siempre se conectard un neutro, para asegurar que cada fase de
la carga es alimentada con una tensién que no es afectada mayormente cuando
hay cambios en las impedancias de las otras fases. Cuando no existe neutro, se
habla de neutro flotante.
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V,
+ I an
O ——
\_/ : Eo =EZ0[V]
. Z‘1 .
Eq _ E, = EZ—2m/3[V]
+ - Von E. = E/21/3 V]
N () " e-
\_J , . E=220[V]

. Ib Zb . .

Ey Za =30+j40[Q]
o~ Ven Zy =50—371201[Q]
N\ [ —F—— Ze =60 —j60 [Q]

Ec

VnN

Considere la red trifasica de la figura, en donde el generador trifasico es
equilibrado, en tanto que la carga trifasica conectada a la red no lo es. Nuestro
propésito serd analizar el comportamiento de las variables eléctricas en este
nuevo marco de trabajo.

1.4.1 Determine las tensiones por fase en la carga, Van, Vbn y Vcn, y las
corrientes de linea I, Iy, e Ic.

1.4.2 Calcule las potencias aparentes por fase y la potencia aparente trifasica
Pap3¢. En lo sucesivo nos referiremos
a los nodos n y N como
1.4.3 ;Qué ocurre si se conecta un conector entre los nodos n y N (forzando nodos-neutros.

asi a que VoN = 0)?

Solucion

Para efectuar un andlisis detallado de la red trifasica presentada, es necesario
conocer la tensién entre nodos-neutros, VnN, lo cual se puede lograr a través de
la transformacién de fuentes de tension a fuentes de corriente presentada en la
seccién 1.2.3. En este caso, las fuentes de corriente equivalentes por fase estdn
descritas por

. E
[an = Z—‘; (1.72)
: E 12 E
fpn = =2 = L.t (1.73)
Zy Zy
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22 ANALISIS DE REDES TRIFASICAS

Ion = =5 == (1.74)

La red resultante, después de esta transformacién queda como se muestra en
la Figura 1.11

fon () G ) fen D | Van [\| Za Z, Ze

N

Figura 1.9: Red equivalente del sistema trifasico desequilibrado en la carga.

De la Figura 1.11 se aprecia que la fuente de corriente equivalente dada por

_ Eaz‘bzc‘i’EbZaZc‘i’EcZaZb

I — 1.75
“ ZoZyZe ()
Recordamos que a = 1/27/3. Tras una simplificacion, esta fuente de corriente resulta en
: . ZoZe+ P22+ GZoZ
foq = B2 fe T4 Lalet 0 laly (1.76)
Za Zb Zc

Evaluando numéricamente el resultado expuesto en (1.76), se obtiene
leq = (5,29 —j19,06) - 1073 Eo = 1,163 — j4,194 [A] (1.77)

Por otro lado, cuando se considera el equivalente desarrollado con fuentes de
corriente, la impedancia equivalente que representa al conjunto de las tres fases
esta dado por

Zeg==—— ZaloZe (1.78)
Loly+ 22+ 72y Z,
Al evaluar numéricamente el resultado en (1.78) se obtiene
. 14460 2460
Zea = 337 T 350 [V (1.79)
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En consecuencia, la tensién entre nodos-neutros estd definida como

337 2359
= 54,276 —j178,73[V] (1.80)

' [ 7 144 24
VnN=quzeq=(1,163j4,194)< 0 L 50)

El mismo resultado presentado en (1.80) puede ser deducido directamente
sin pasos intermedios y s6lo conociendo las impedancias y la orientacién de las
tensiones de red. Al combinar (1.76) con (1.78) se obtiene

. s I Ze+ a2 2.2 +aZoZ
Von = B fbfe T Zale P d2aly (1.81)
7aZot ZaZet 72020

El resultado expuesto en (1.81) sélo tiene validez cuando la secuencia de las
tensiones de la red esta definida tal como se indica en el enunciado del problema
(secuencia positiva). Cuando la secuencia de las tensiones es negativa, la tensién
entre nodos-neutros esta dada por

. . ZoZet aZoZe+ a2 747
Vn = Bo 20 fe £ 0%afe td” Zalo (1.82)
ZaZot ZaZe+ 2070

Con la secuencia negativa, la tensién entre nodos-neutros es distinta a la
que resulta de la secuencia positiva. Al evaluar esta tensién, usando la ecuacién
(1.82), se llega a

Vi = 76,57 — 266,12 (1.83)

Volviendo al caso de secuencia positiva, una vez calculada V,n. A partir de
ese valor es posible calcular las tensiones de fase en la carga, las cuales estdn
definidas como

van = Ea - .nN ( )
Von = Ep — Van (1.85)
vcn - Ec - VnN ( )

(1.86)

lleva a

Van = 220 — (54,276 —§178,73) = 165,72 + 178,73 [V] (1.87)
- 1 V3 . .
Vion =220 ( —5 =5 | — (54,276 —j178,73) = ~164,28 —j11,79[V] (1.88)

Ven = 220 (—; + ﬁf) — (54,276 —§178,73) = —164,28 + j369,26 [V] (1.89)
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Los resultados expuestos en (1.87) a (1.89) demuestran que las tensiones de
fase en la carga no son equilibradas. En efecto, las tensiones de fase en la carga
difieren en su magnitud; asi también, los angulos de ellas no siguen el patrén
simétrico que muestran los sistemas equilibrados de tensiones (y de corrientes).

Una manera de apreciar graficamente la diferencia entre sistemas con carga
equilibrada y con carga desequilibrada es un diagrama fasorial que representa
las tensiones por fase en el generador y las tensiones por fase en la carga. La
distribucién de los fasores acorde a los resultados (1.90) a (1.92) y tomando
en consideracion las tensiones del sistema trifdsico tal como se ilustran en el
enunciado del problema, se presentan en la figura 1.10. La tension V;,N queda
expuesta en forma grafica mediante la diferencia espacial entre los puntos neu-
tros de las tensiones por fase en la carga y las tensiones por fase en el generador.

Figura 1.10: Diagrama fasorial de las tensiones de de fase en la carga y las
tensiones de fase en la fuente de alimentacién (se han distorsionado
los dngulos de desfase para una mejor comprensién).

Para una mejor ilustracion de lo dicho anteriormente, se expresaran los re-
sultados expuestos anteriormente en forma polar, lo cual resulta en

Van = 243,74 £47,15° [V] (1.90)
Vin = 164,7 £ —175,9° [V] (1.91)
Ven = 404,15 £113,96° [V] (1.92)

Ahora bien, en base a los resultados expuestos, es posible calcular las corrien-
tes de linea que circulan a través de cada una de las fases del sistema trifasico.
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Asi, se tiene entonces que

I = Van _ 4,87 L47,15° — @4 [A] (1.93)
J vbn o
Iy = =— =1,27/4—-175,9° — @y, [A] (1.94)
VAR
T \./CTL fe)
I. = > =4,76 £113,96° — @ [A] (1.95)
Donde ¢, = arctan(4/3), @p = —arctan(12/5) y @, = —arctan(1) =

—45°.

Una vez calculadas las corrientes de linea y las tensiones por fase en la carga,
es posible determinar la potencia aparente por fase que esta presente en cada una
de las cargas. En este caso, dado que las cargas son desequilibradas, la potencia
aparente por fase en la carga no serd la misma en cada una de las cargas; mas
aun, la potencia aparente presente en cada carga variard en magnitud y fase.

Al calcular la potencia aparente por fase, se obtiene

Papa = Van 1o * = 1187 L4 [VA] (1.96)
Papb = Vbn ib = 209’174@13 [VA] (197)
Pap. = Ven 1 ¥ = 1923,75 Lo, [VA] (1.98)

En consecuencia, la potencia aparente trifasica estd dada por

pap3¢ - Papu + papb + Papc (1.99)

Utilizando los resultados dados en (1.96) a (1.98) en (1.99) se obtiene:

Paps, = 2237,16 £ —15,64° [VA] (1.100)

El resultado obtenido en (1.100) ilustra la idea citada anteriormente: para
cargas desequilibradas, la suma compleja de las potencias aparentes por fase
no coincide con su suma algebraica, puesto que sus desfases son distintos. Este
fenémeno que se ilustra es caracteristico de los sistemas de distribucién domi-
ciliaria, puesto que cada una de las fases tiene cargas que muy rara vez poseen
la misma magnitud y fase, por lo que potencialmente existe desequilibrio en las
corrientes de linea, llegando a desequilibrar las tensiones por fase, tal como se
ha ilustrado en este problema.

Sin embargo, la red de alimentacién monofasica mantiene su tensién de fase
en una magnitud de 220 [V] y completamente equilibrada gracias a la conexién
del neutro. Esto significa que se extiende un conductor entre los nodos n y N,
forzando a cero la tension entre nodos-neutros. En consecuencia, al conectar el
neutro se logra forzar que la tensién de fase en la carga sea igual a la tension de
fase en el generador.

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado

Puede ocurrir que la potencia
aparente presente en cada una
de las cargas posea el mismo
desfase, a pesar de tener
diferente magnitud, lo cual
permite efectuar la suma
algebraica de las potencias
complejas.



Note la diferencia con la
ecuacion 1.76
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Errores

El desarrollo del problema precedente puede originar una gran cantidad de
errores tanto algebraicos como conceptuales a la hora de su desarrollo. A conti-
nuacién, se mencionan los mas frecuentes.

Error 1 Considerar que las tensiones por fase en la carga son iguales a las
tensiones de fase en la fuente de alimentacion. Dado que la carga conectada
a la red trifasica es desequilibrada, las tensiones por fase en la carga no
corresponden a las tensiones por fase en la fuente de alimentacién. Este
fenomeno se debe a que la tensién entre neutros Vi no es nula, por lo
que no es posible aplicar esta igualdad.

Error 2 Calcular la potencia aparente trifdsica segin la expresién (1.64). Vale
reforzar la idea que dicha expresién sélo es valida para el caso de cargas
equilibradas. En el caso de cargas desequilibradas, la potencia aparente
trifasica se debe calcular a partir de su definicién, pues la potencia aparente
trifasica para cada fase difiere tanto en su magnitud como en su fase.

Error 3 Considerar que la corriente a través del neutro (cuando se cortocircui-
tan los nodos n y N) es nula. Cuando se cortocicuitan los nodos anteriores,
circulard una corriente no nula a través de dicho conductor, dado que las
cargas son desequilibradas. Sélo cuando las cargas son equilibradas, la
corriente que circula a través del neutro es nula.

Error 4 Dado que la operatoria con nimeros complejos en este problema es
bastante extensa, normalmente puede ocurrir algin error numérico. Esto
puede reducirse efectuando operaciones en forma algebraica y reemplazan-
do los términos numéricos en la expresién algebraica final.

Una variante de interés

Suponga que en la red trifasica se conecta un neutro, ;cudl serfa la corriente
por ese neutro?. Si la secuencia fuese negativa, jseria esa corriente distinta?

Para responder a las preguntas, consideramos la red equivalente de la Figura
1.10, a la que agregamos el neutro, como se muestra en la Figura 1.11

De la misma figura se puede apreciar que el neutro tomara toda la corriente
de la fuente equivalente, es decir

Iy =1Ieq = 1,163 —j4,194 = 4,4/ — 745° (1.101)

donde el valor de ieq ha sido obtenido de la ecuacién 1.76. Si la secuencia
fuese negativa, entonces la corriente I seria distinta y se debe calcular segtin
la expresion

: . ZvZe+aZoZe+a? 2oy
leq = Ea ~—a e
ZaZch

= 1,6328 —j6,2418 = 6,5/ — 75,3°
(1.102)
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n neutro

LORNVIET

feq

N
Figura 1.11: Equivalencia para una red trifdsica con carga desequilibrada, y
neutro conectado.

Se aprecia entonces que una secuencia distinta genera valores distintos de
corrientes y tensiones
1.4. Transformadores trifasicos.
1.4.1. Analisis unilineal de la red trifasica equilibrada.
Problema 1.5.

En este problema se introduce la idea de los transformadores trifasicos y se
utiliza la idea de los diagramas unilineales para describir sistemas trifasicos.

N17:Ny2 N27 : N2

- JIC /A C 1/ Vigen = 13,6 [KV]
I

C R

A- A A—A CA Ez 178
A Na, 10
Vi, =13,6[KV] Z =120—350[Q]
Z/¢

Considere el diagrama unilineal presentado en la figura, donde el generador
trifdsico equilibrado entrega una tensién entre lineas de magnitud 13,6 [KV], en
tanto que la carga trifasica conectada a la red es equilibrada y se encuentra
en conexion delta. SUponga que los transformadores trifasicos son ideales. Para
describir las variables, se han identificado tres secciones o etapas de la red,
separadas por los dos transformadores, con las letras A, B y C. Agregaremos la
letra correspondiente a las variables de linea dependiendo del sector o etapa a
que ellas se refieren.
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1.5.1 Calcule las tensiones entre linea y las corrientes por fase en cada una de
las secciones de transmision.

1.5.2 Determine la potencia aparente suministrada a la carga.

1.5.3 ;Qué sucede con la potencia aparente trifisica si se agrega una carga

trifasica adicional en estrella, cuya impedancia por fase es de Z, =40+
j30[Q]?

Solucion

El diagrama unilineal que muestra la figura constituye una forma abreviada
de describir las mismas caracteristicas que se han expresado en ejercicios ante-
riores. Lo anterior permite simplificar la notacién empleada, como asimismo la
cantidad de ilustraciones que se necesitan para desarrollar el problema.

Para analizar la red es necesario primero establecer las tensiones de linea
presentes en cada una de las etapas de transmision. El primer transformador
lleva a que la magnitud de la tensién por devanado en el secundario sea de

~ Ni2

= 12y,
P Np

Vo on (1.103)

Reemplazando los datos entregados en el enunciado en (1.103), se tiene que
la tensién por fase en el secundario del primer transformador es de

Vi, = ;g 13,6 [KV] &~ V3 [KV] (1.104)

Ahora bien, la tensién calculada en (1.104) es la tensién presente en los de-
vanados del secundario del primer transformador y no la tensién entre lineas
de dicho secundario. En consecuencia, una caracteristica de los transformadores
trifasicos es que la tensién no sélo se ve modificada por la relacién de trans-
formacioén, sino que también por la forma en la que se conectan entre si los
devanados.

Por lo tanto, la tensién presente en el primario del segundo transformador
corresponde a la tension entre lineas de la etapa intermedia, que se puede calcular
como

Vi, = V3V, =3[KV] (1.105)

Por lo tanto la tensién en cada uno de los devanados del secundario del
segundo transformador estd dada por

_ N2>

Ve N2;

Ve, (1.106)
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Desarrollando (1.106) de acuerdo al problema, se obtiene

Ve = % L3[KV] ~ 380 V] (1.107)

En este caso, la tension de los devanados en el secundario corresponde tam-
bién a la tensién entre lineas en la seccién C.

Dado que la carga conectada a la red trifdsica es equilibrada, entonces es po-
sible emplear la relacién (1.64) para determinar la potencia aparente entregada
a la carga conectada a la red. Sin embargo, en dicha relacién se debe conocer
la magnitud de la corriente de linea presente en cada fase de la red. Lo anterior
puede ser resuelto recordando que, en una carga delta, la relacién entre la mag-
nitud de las corrientes de fase 14 y la magnitud de las corrientes de linea I; esta
dado por

I, =V31, (1.108)

Ademads, dado que la corriente por fase puede calcularse segiin

Iy = Véc (1.109)

Entonces la ecuacién (1.108) se transforma en

V,
I, :\/5% (1.110)

Por tanto, un cédlculo méds directo puede ser obtenido tomando (1.110) y
reemplazdndola en (1.64), lo cual conduce a

\7
Z

Pap3¢ =3 (].].].1)

La expresién (1.111) es una consecuencia directa del cardcter equilibrado
de la carga trifasica conectada, pues expresa que la potencia aparente trifasica
en una carga equilibrada corresponde a la suma algebraica de las potencias
aparentes consumidas por fase. Efectuando el cdlculo respectivo en (1.111), se

obtiene
3802
Papsy =3 ——=——= = 3,33 [KVA] (1.112)
V1202 + 502
Dado que los transformadores trifasicos son ideales, entonces se tendra que
la potencia aparente trifasica es la misma en cada etapa de transmisién. Por
ende, es posible calcular directamente las corrientes de linea en cada una de
las etapas en forma directa, sin necesidad de transformar las magnitudes de las
corrientes en los diferentes tramos.
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La ecuacion (1.108) sdlo se
cumple en el caso de que la
carga conectada a la red
trifasica sea equilibrada.
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Asi, en el caso de la ultima etapa de transmision, la magnitud de la corriente
de linea esta dada por

P
L. = —=P3¢ —506[A] 1.113
lc \/g\QC ) ( )

En el caso de la etapa intermedia, la corriente de linea se puede calcular
como

P0P3
I, = ? =0,641[A] 1.114
3 \/g\QB ’ ( )
Finalmente, la corriente de linea en la primera etapa de transmisién es
T, = 2226 0,141 (A (1.115)
V3 Ve,

Como se puede apreciar en los resultados descritos, al elevar la tensién pre-
sente en las lineas de transmisién, se disminuye la corriente de linea, pues la
potencia aparente es la misma en todas las etapas de transmisién.

Ahora bien, cuando se conecta una carga adicional en estrella, el cambio en
la potencia aparente trifdsica depende de la naturaleza de la carga conectada.
No obstante, lo que siempre se cumplird en sistemas trifasicos es que la poten-
cia aparente total corresponde a la suma compleja de las potencias aparentes
entregadas a cada una de las cargas.

Asi, en el caso bajo andlisis, la potencia aparente trifasica entregada a la
carga adicional es de
\abcz

Z,

Papsy =3 2@ (1.116)

La expresién (1.116) conduce a

_, o
GPea T /407 1302

En consecuencia, la potencia aparente trifdsica total que suministra el gene-
rador es

p / arctan (i) ~ 2,9 / arctan <i) [KVA] (1.117)

Papsor =Papse + Papsy, = 5,39 +j0,46 [KVA] = 5,41 / arctan (54369> [KVA]
(1.118)
En este caso, tal como lo refleja el resultado expuesto en (?7?), la potencia
aparente trifisica aumenta en comparacién con la conseguida en el caso inicial.
No obstante, existen casos particulares en los cuales es posible disminuir la
potencia aparente suministrada compensando la parte imaginaria de la potencia
aparente, proceso que se conoce como correccién del factor de potencia.

Errores

El ejercicio propuesto en esta seccién es fuente comin de errores analiticos
y conceptuales, de los cuales se ilustraran los mas frecuentes.
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Error 1 Confundir las tensiones de linea (o de fase) con las tensiones en los
devanados de los transformadores. Si bien los transformadores estan so-
metidos a tensiones de linea o de fase impuestas por la fuente de alimenta-
cién, la tension que efectivamente se aplica sobre cada devanado depende
directamente de la configuracién que posea el transformador.

Error 2 Emplear incorrectamente las relaciones de transformacion en los trans-
formadores. Para evitar este error, se debe recordar que un transformador
ideal cumple con mantener constante la potencia aparente; en consecuen-
cia, un aumento de la tensién lleva a que la corriente asociada disminuya,
por otro lado, si la tensién disminuye, necesariamente la corriente asociada
al devanado debe aumentar.

Error 3 Intercambiar la relacién entre la tension entre lineas y la tension de
fase. Para evitar tal confusion, es practico recordar que la tension entre
lineas posee una magnitud mayor a la tensién de fase, por lo que la relacién
que se cumple es la presentada en (1.29).

Error 4 Sumar la potencia aparente compleja de dos cargas con distinto des-
fase como suma algebraica. Dado que las impedancias poseen un desfase
distinto, no es posible efectuar una suma compleja de potencias aparentes
como una suma algebraica, salvo que se cumpla que ambas impedancias
poseen un desfase idéntico. En este ultimo caso, la suma de las magnitu-
des (manteniendo intacto el desfase) coincide con la suma compleja de las
potencias aparentes.

Una variante de interés

Una alternativa de solucién al problema de la potencia aparente trifasica
cuando hay maés de una carga conectada a la red consiste en encontrar una im-
pedancia equivalente para el conjunto de cargas conectadas. Luego se procede
con el cdlculo de la potencia aparente trifasica. Esta equivalencia no puede efec-
tuarse en forma idéntica al caso monofasico, pues las cargas pueden encontrarse
conectadas en diferentes configuraciones; sin embargo, se aplica el mismo princi-
pio, es decir, dos redes son equivalentes cuando las relaciones entre las variables
eléctricas (tensién y corriente) vistas desde el exterior son idénticas.

En consecuencia, la bisqueda de las impedancias equivalentes en las redes
trifasicas analizadas deben cumplir con mantener la misma corriente de linea,
dado que la tensién es impuesta por la fuente trifasica de alimentacién.

Para lo anterior, se proponen las configuraciones estrella y delta que se pre-
sentan en la figura 1.12. Para el caso de las impedancias conectadas en estrella,
se procederd a su estudio aplicando el método de mallas, en tanto que para las
impedancias conectadas en delta se aplicard el método nodal, con el punto de
referencia ilustrado como tierra en la figura.

Para encontrar la equivalencias entre ambas configuraciones, contruiremos
el modelo para cada una de ellas y luego determinaremos las relaciones entre
las impedancias de las cargas trifasicas, igualando las ecuaciones obtenidas.
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i IZ}L i
. . z
Vi _ Vi ¢
75 5
C
— -
Vo ) V2 Zy
Z3
12 i2

Figura 1.12: Cargas trifésicas conectadas en estrella (izquierda) y delta (dere-
cha), utilizadas para la obtencién de equivalencias.

De esta forma, al desarrollar el método de mallas sobre la configuracién
estrella, se tiene
I
%)

A su vez, aplicando el método nodal para el caso de las impedancias en delta,
se tiene

Vi
\Z

Z] + Zz Zz
Z> Zr+ 73

(1.119)

i
= [Ij (1.120)

Despejando las variables de corriente en (1.119), se obtiene

i
= Lj (1.121)

Dado que se desea que las variables I; e I, sean idénticas en ambos casos
estudiados, se debe cumplir necesariamente que las matrices de admitancias
definidas en (1.120) y (1.121) sean iguales. Por lo tanto, al desarrollar dichas
igualdades, se obtienen las siguientes equivalencias de configuracion estrella a
delta:

Vi

Yo+Ye —Ye
Vv,

Y, Yb + YC

1
Z] Zz + 21 23 + 2223

Vi

V,

iz + 23 —zz
—7Z> 1+ 72y

. Z]ZZ + Z1Z3 + Zng

7 1.122

Z; e

7, = L1lat DnZs + 2aZs (1.123)
Z,

s _hilax z1z_Zs + 2275 (1.124)
2
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Similarmente, la equivalencia de cargas trifisicas en configuracién delta a
estrella estd dado segin:

Z.Z.

2y =——9"¢ (1.125)
Za+Zp+Ze

Z, = L Zale (1.126)
Lo+ Zy+ Ze

Z3 = _ Zole (1.127)
Zo+Zv+2Ze

La equivalencia condensada en las ecuaciones (1.122) a (1.127) puede ser
mejor comprendida en su alcance, con las siguientes observaciones
= Los resultados obtenidos pueden aplicarse a cualquier tipo de impedan-
cias, sin importar si éstas son equilibradas o no. Para la deduccién de la
equivalencia no se puso restricciones sobre el tipo de impedancias conec-
tadas, por lo que el resultado encontrado es valido para toda impedancia
en configuracién delta o estrella.

= La equivalencia de cargas delta a estrella debe emplearse con sumo cui-
dado, en especial cuando se trata de cargas desequilibradas. Cuando se
desea simplificar varias cargas en estrella a una sola impedancia equiva-
lente, debe verificarse primero que la tension entre neutros de las cargas a
reducir sea nula. En el caso contrario, se obtiene un resultado que difiere
completamente de la red original.

= Un caso particular de las equivalencias expuestas lo constituye el caso de
cargas equilibradas. Suponiendo que Zy = Z; = Z3 = Z, y que Zo =
Ly = Z. = Zx, entonces se tiene que

ZA=317, (1.128)
. 1.
Z,=31a (1.129)

En el problema de esta seccién, se hara la equivalencia de la carga equilibrada
en estrella a delta. Dado que la carga tirfdsica en estrella es equilibrada, es
posible aplicar la expresién (1.128), lo cual conduce a

Zreq =120 +§90(Q] (1.130)

Efectuando la equivalencia en paralelo con la impedancia inicialmente co-
nectada a la red, se obtiene

2955 495

zqu:Z.//z-Zeq:?‘i‘]ﬁ (1.131)
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Aplicando el resultado expuesto en (1.131) a la definicién dada en (1.111),
se obtiene

53¢total

=3 L / arctan <33>
V79,862 + 6,692 394

33
= 5,41 Zarctan <394) [KVA] (1.132)

El resultado expuesto en (1.132) coincide con el entregado en (??), notando
que las diferencias entre los dos resultados constituyen redondeos numéricos.

1.5. Potencia en sistemas trifasicos

1.5.1. Método de los Wattimetros

Problema 1.6.

El siguiente problema permitira desarrollar un método practico que permite me-
dir la potencia activa trifdsica a través de sélo dos wattimetros en un sistema
trifdsico equilibrado (el cual serd luego extendido al caso de cargas desequilibra-
das).

+ ia W1 #

N @ —
\_/ ./ 7 .

Ea _ Van = Eg

. o~ Von Von = Eg £ —27/3

\_/ : L] Ven = Eq 2271/3

Es ° ‘ Eg = 220[V]

Ven 7 =60+380[Q

N AN sl
\./ i N z

E. ¢ w2

vnN

Considere la red trifasica de la figura, en donde la carga y la fuente de
alimentacion son equilibradas, constituyendo asi un sistema trifasico equilibrado.
Los wattimetros conectados a la red trifisica son ideales. Suponga que la carga
que se muestra es la carga equivalente de un gran numero de cargas trifasicas
equilibradas.
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1.6.1 ;Qué indica la lectura de los wattimetros?

1.6.2 ;En qué se basa la idea anterior?

Solucion

Asi como en la préctica existen herramientas para la lectura de corrientes
(amperimetros) y tensiones (voltimetros), también existen instrumentos capaces
de medir la potencia promedio consumida por una carga, también conocida
como potencia activa. La figura 1.13 presenta la configuracién tipica de estos
instrumentos. Un par de terminales mide la corriente que circula a través de la
linea, en tanto que el segundo par de terminales mide la tension entre las lineas
de interés. La lectura presentada por el wattimetro arroja

1" L P
W=p-= TL p(t)dt = T , v(T)i(t)dr (1.133)
Rl AN
Y,
v(t)
i(t)

Figura 1.13: Medicién de la potencia activa mediante wattimetro en el caso mo-
nofasico.

La expresion (1.133) también puede calcularse a partir de su equivalente
fasorial, lo cual estd dado por

W =VI cos (¢) (1.134)

La expresién (1.134) corresponde a la potencia activa suministrada a la car-
ga. En consecuencia, el wattimetro permite una lectura de la potencia media
(expresada en el dominio del tiempo) o de la potencia activa (expresada en el
dominio fasorial).

En el caso monofasico resulta sencillo medir la potencia activa conectando
el wattimetro tal como lo ilustra la figura 1.13. El resultado obtenido es direc-
tamente la potencia promedio consumida por la carga.

Cuando la potencia se mide en una red trifasica, el resultado se obtiene de
forma directa mediante la suma algebraica de las mediciones arrojadas por los
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La variable v(t) corresponde a
la tension en el dominio del
tiempo, en tanto que V hace
referencia a la magnitud de la
tension compleja, expresada en
el dominio fasorial.
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wattimetros. Lo anterior se puede demostrar considerando que la suma de las
lecturas arrojadas por los wattimetros del problema corresponde a

1
Wi +W, ==

T -I T
TJ Vao (1) ialT) dT + —J veu (1) e (1) dr (1.135)

0 TJo
Agrupando (1.135), resulta

T

Wi+ W, = % L Fab (1) a(T) + vep (1) ie(1)] dr (1.136)

Expandiendo la expresién (1.136) se obtiene

-
Wi+ W, = %J [va(t) = vo (D)} ta(T) + {ve(T) —vo(T)} ic(T)] dT  (1.137)
0
Sumando al integrando de (1.137) la expresién {vy (T) — vy (T)} ip(T), se ob-
tiene

T

Wi W, = 1 L [va () — v (1)} ta ) + (e (1) — vo (1)} ic (1)

4+ (1) = vu (T)} ip(T)] dT  (1.138)
Reescribiendo el resultado dado en (1.138) se obtiene

T

Wi Wo = 1 jo Va ) ia (1) 4 vo (1) 1o (1) + ve (1) ic (1)} dr

1 (7
3 | el el i) el d - (L139)
0
Dado que en un sistema trifdsico se cumple que iq(t) +1ip(t) +1ic(t) = 0 (sin
importar si es equilibrado o no), entonces se cumple que el resultado (1.139) es
equivalente a

T
W, +W, = _]I_L VoM ia(T) + Ve (1) ip (T) + ve(T) ic(T)} dT (1.140)

En consecuencia, la expresién (1.140) demuestra que la potencia activa tri-
fasica puede calcularse mediante la suma algebraica de las potencias medidas
en los wattimetros. Ello es véalido aunque la carga sea desequilibrada, ya que en
ningin punto del desarrollo precedente se ha supuesto

Por lo tanto , la suma de los wattimetros conectados segun el problema dan
cuenta de la potencia activa consumida por la carga trifisica equilibrada, la cual
corresponde a

Van 2 2202
P3p =3 2 cos (@) = 36027—1—802608(@) =1452cos (@) W] (1.141)

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



1.5. Potencia en sistemas trifasicos 37

Donde @ estéd definido para este problema segin

@ = arctan <;1) (1.142)
Desarrollando (1.141) en base a (1.142), se obtiene
P34y = 871,2[W] (1.143)

Es decir, la suma de las lecturas de los wattimetros conectados a la red indi-
can una potencia activa trifdsica de 871,2 [W]. Lo anterior puede ser corroborado
calculando directamente las potencias activas medidas por los wattimetros y lue-
go sumando sus mediciones. Para el caso del wattimetro Wy, su lectura arroja
un valor igual a

Wi = Vgp Iq cos (11/6 + @) (1.144)

En tanto que el segundo wattimetro entrega una lectura igual a

W, = Ve I cos (/6 — @) (1.145)

Dado que en un sistema trifasico equilibrado las magnitudes de las corrientes
de linea son las mismas (I, = I, = [. = 1) y que la relacién entre las tensiones
de linea y de fase estd dada por Vy = V/3 Vg, se tendrd que la suma de las
potencias activas medida por los wattimetros estd dada por

Wi + W, = V3V, I {cos (/6 + @) + cos (/6 — @)} (1.146)
Ahora bien, tomando en consideracién que
cos (11/6 + @) + cos (11/6 — @) = 2 cos (@) cos (71/6) (1.147)
Es posible expresar (1.146) segin
Wi + W5 =2V3V, Iy cos (@) cos (/6) (1.148)

Finalmente, reemplazando cos (11/6) = v/3/2, se tiene que la expresién (1.148)
lleva a

Wi+ W, =3V [} cos (o) (1.149)

El resultado presentado en (1.149) demuestra que la configuracién dada en
el problema permite obtener la potencia activa trifasica mediante la suma de las
lecturas obtenidas a partir de los instrumentos.

Los desfases presentados en las expresiones (1.144) y (1.145) pueden ser
explicados mediante un anélisis grafico de los fasores involucrados en las medi-
ciones. La figura 1.14 ilustra la representacion grafica de los fasores y los desfases
correspondientes.
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Vbc

Figura 1.14: Diagrama fasorial con las tensiones y corrientes involucradas en la
medicion de los wattimetros.

El método de los wattimetros es aplicable en un caso general de un sistema
polifdsico, como se demuestra a continuacién. Suponga un sistema polifasico
de n fases, en donde tanto las cargas conectadas a la red como las fuentes de
alimentacion pueden ser desequilibradas. Suponga ademés que cada una de las Sin pérdida de general:
lineas posee un wattimetro que mide la potencia activa con respecto a un nodo puede asumir que las
de referencia comin a todos los instrumentos. La figura 1.15 ilustra graficamente impedancias se encuen
la distribucién de la red polifésica. configuracion estrella (
Tal y como se ha mostrado hasta el momento, la medicién del k-ésimo wat- €450 Polif dsica).
timetro estd dada por la definicion

1 (" .
Wy = TJ i () + vy (T) ik (T) dT (1.150)
0
Si se suma la medicién efectuada por cada uno de los n wattimetros, se
obtiene

n T n
S Wi = HO 3 fuil0) + va (0} () dr (1.151)
k=1 k=1

Distribuyendo la sumatoria y expandiendo la expresion (1.151), resulta
Sl
T
k=1

n T n
D vilT)ik(t) dT+ lj V(1) ) k() dT (1.152)
0 k=1 T o k=1
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Figura 1.15: sistema polifasico arbitrario.
Dado que en un sistema polifasico siempre se cumple que
n
D k(1) =0 (1.153)
k=1

Entonces la segunda integral presente en (1.152) es cero, independiente del
valor de vy (t). En consecuencia, es posible elegir el nodo de referencia en cual-
quier punto de la red, pudiendo ser una de las lineas de la red polifasica. Esta
eleccién hace que el wattimetro que esta en esa linea tenga una lectura igual a
cero, lo cual permite eliminarlo. Este supuesto es el que permite que la sumato-
ria dada en (1.152) corresponda a la potencia activa polifdsica consumida por la
carga conectada a la red y que pueda analizarse el caso trifisico segtin (1.149).

Errores

El presente ejercicio contiene algunas definiciones y calculos que pueden lle-
var a errores numéricos como conceptuales. A continuacién se presentan los
errores mas comunes.

Error 1 Considerar que la potencia activa trifdsica no puede medirse segin
(1.149) en sistemas desequilibrados. El resultado deducido en este ejercicio

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado

La igualdad (1.153) es
cumplida aun cuando la carga
es desequilibrada.
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puede ser aplicado tanto para cargas equilibradas como desequilibradas,
razon por la cual el método de los wattimetros constituye un método de
medicién préactico en los sistemas reales.

Error 2 Considerar que la suma algebraica de las lecturas de los wattimetros
entrega la potencia aparente trifdsica Pqyp,, . Tal como se ha analizado en
el problema, la lectura de los wattimetros estd relacionada directamente
con la potencia activa trifasica consumida por la carga 3¢, es decir, la
parte real de la potencia aparente trifasica.

Error 3 Manipulacién incorrecta de las expresiones (1.144) y (1.145), en es-
pecial la manipulacion de los angulos de desfase entre las tensiones y co-
rrientes involucradas en la mediciéon. Una forma de evitar estos errores es
esbozar un diagrama fasorial con las tensiones y corrientes involucradas,
lo cual permitird deducir inmediatamente el angulo de desfase entre las
variables involucradas.

Error 4 Considerar una configuracion de wattimetros sin un nodo comun de
medicion y aplicar el método precedente. El método de los wattimetros
solo es vélido para una configuracién de instrumentos con un nodo de
medicién en comun.

Una variante de interés

Dado que el resultado expuesto en esta seccién es aplicable a todo tipo de
redes polifasicas, entonces es posible analizar redes eléctricas con mas de tres
fases. Por ejemplo, supongamos que existe una red tetrafisica con una carga
conectada de forma que tanto la fuente de alimentacién como las impedancias
poseen un neutro, el cual no se encuentra conectado. Para efectos practicos,
supondremos que tanto la fuente de alimentacién como la carga son equilibradas.
Las impedancias conectadas estdn definidas segin el enunciado del problema
principal (Z), en tanto que la magnitud de la tension por fase de la red tetrafasica
es de Vag =400 [V] efectivos.

Para aplicar el método de los wattimetros a esta red, se necesitan 4 —1 =3
medidores con un punto comun, el cual corresponderd a cualquiera de las tres
lineas. Por lo tanto, existen 4 combinaciones posibles para conectar los medidores
en lared. Sin embargo, la suma algebraica de todos ellos dard el mismo resultado,
el cual estara dado por

Vag 2 4 4
Psp =4 7 cos arctan 3 = 6,4 cos | arctan 3 [KW]  (1.154)

El analisis por el método de los wattimetros considera un estudio similar al
efectuado en el caso trifasico: se considera inicialmente las mediciones en forma
independiente y se calculan las expresiones analiticas para sus lecturas, para
luego proceder a la suma algebraica de dichos términos y obtener el resultado
dado en (1.154).
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1.6. Ejercicios suplementarios

Problema 1.7. Tres impedancias iguales son conectadas, en A, a un generador
3¢ equilibrado. Luego, las mismas impedancias son conectadas en A al mismo
generador. Compare las corrientes de linea (magnitud) en ambas situaciones.

Problema 1.8. Una carga equilibrada, en conexiéon A, de (10+3j2) [Q]/ es
conectada a un generador 3¢ de 380 Vi_¢, a través de lineas de (1+4j) [Q]/linea.

1.8.1 Calcule la (magnitud) tensién por fase en la carga.

1.8.2 Calcule en la potencia (activa) disipada en cada linea.

Problema 1.9. Un generador 3¢ equilibrado de 1000 V;_, alimenta dos cargas
3¢ equilibradas. La primera de ellas toma 60 [KVA] a FP 12/13 IND; la segunda
carga disipa 80 [KW] a FP 0,8 IND.

Calcule la corriente de linea a la salida del generador.

Problema 1.10. Tres impedancias: (8 +j) [Q], (6 +32) [Q], y (4 +32) [Q] se
conectan en A a un generador 3¢ equilibrado de 380 V;_,, 50 [Hz]. Se desea
llevar el FP34 a uno. Calcule un banco de condensadores 3¢, conectados en A.

Problema 1.11. Un generador 3¢ equilibrado de 380 [V] entre lineas alimenta
una carga 3¢ equilibrada, conexién A. Si la potencia total consumida por la
carga es 45 [KW] a FP = 0,8 IND, calcule la impedancia (magnitud y fase) de
cada fase de la carga.

Problema 1.12. Un generador 3¢ equilibrado alimenta dos cargas 3¢ equili-
bradas, conectadas en paralelo. Las corrientes de linea en las cargas son 300 [A]
y 260 [A] con FP =4/5 IND y 12/13 CAP, respectivamente.

1.12.1 Calcule la magnitud de las corrientes de linea a la salida del generador.

1.12.2 Suponga que se conecta, en paralelo con las dos cargas, un banco equi-
librado de condensadores que lleva el FP total a 1. Calcule la magnitud
de las nuevas corrientes de linea a la salida del generador

Problema 1.13. Suponga que dos cargas 3¢ equilibradas, conectadas en pa-
ralelo, son alimentadas por un generador también equilibrado que provee 1000
[V] entre lineas. La primera carga, en conexién A, tiene una impedancia por
fase igual a 4 4+ j3. La segunda carga, en conexién A, tiene una impendacia por
fase igual a 12 —j9.

1.13.1 Calcule la potencia aparente (compleja) por fase en la primera carga

1.13.2 Calcule la corriente de linea (magnitud) a la salida del generador
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1.13.3 Calcule la corriente por fase en la segunda carga (magnitud)

Problema 1.14. Considere el sistema 3¢ de la figura

A B C
(5 A—A A— A i-*
Gen 3¢ eq. 4:1 10:1 CA 3¢ eq
20000Vy_¢ 5/m/3 [Q]/$

1.14.1 Calcule la magnitud de las corrientes de linea en los tres segmentos de
transmisién indicados (A,B y C)

1.14.2 Calcule la potencia aparente compleja entregada por el generador

Problema 1.15. Considere el mismo sistema 3¢ del problema 1.14 y suponga
que se conectan una impedancia Z=3— j4 [Q] entre las lineas R y S, y otra
impedancia del mismo valor, entre las lineas S y T. Calcule las tres corrientes
de linea en el segmento A.

Problema 1.16. Una carga 3¢ eq. de 8 Z7t/4 [Q)] por fase, en conexién A, es
alimentada por un generador 3¢ eq. de 380 V,_; y secuencia positiva.

1.16.1 Calcule las corrientes de linea y dibuje el diagrama fasorial de tensiones
y corrientes de linea.

1.16.2 Suponga que, por accidente, una de las fases de la carga es cortocircui-
tada. Calcule las nuevas corrientes de linea.

Problema 1.17. Una carga 3¢ es conectada en A es conectada a un generador
3¢ eq. de 2000 Vy_; y secuencia negativa. Las impedancias de la carga son 40,
4/m/4 y 44 — 1t/4, en las fases RS, ST y RT respectivamente.

1.17.1 ;Cuales seran las lecturas de los dos wattimetros conectados a las lineas
Ry S, y con terminal comun en la linea T?

1.17.2 Calcule la potencia consumida por la carga 3¢ a partir de esas lecturas.

Problema 1.18. Analice las ventajas y desventajas de usar generadores 3¢ eq.
en vez de generadores 4¢ equilibrados

Problema 1.19. Un generador 3¢ eq. en conexién A, alimenta una carga 3¢
eq., también en conexién A, a través de un cableado tetrafilar, es decir, con
neutro conectado. Investigue en qué porcentaje deberia cambiar la magnitud de
una ( y s6lo una) de las impedancias de fase en la carga para que la corriente
por el neutro fuese un 10 % de la corrientes de linea originales.
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Problema 1.20. Un generador 3¢ eq. en conexién A, de 2000 [V] entre lineas,
y 60 [Hz], alimenta una carga 3¢ también en conexién A, con impedancias
Zrp =12+ j5, Zs = 15— ji12 y Zt = 10, a través de un cableado tri-filar, es
decir, con neutro flotante.

1.20.1 Calcule el banco equilibrado de condensadores, en conexién A, que se
deberia conectar en paralelo con esa carga para lograr que la potencia
reactiva total sea 0 [VAR].

1.20.2 Calcule las tres corrientes de linea (a la salida del generador) antes y
después de conectar los condensadores. Verifique con LTspice. Analice y
comente.
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Capitulo

ANA/LISIS DE REDES
DINAMICAS EN DOMINIO DE
LAPLACE

2.1. Introduccion

En este capitulo se presentan redes, relativamente simples, en las que se usa la
transformacién de Laplace (T.L.) como herramienta de anilisis. La idea es mostrar
como esa herramienta se aplica para dar una solucién completa, dadas la red, las
condiciones iniciales en t = 0, y las excitaciones ¥t > 0. Asi, los modelos en el
dominio del tiempo, constituidos por un sistema de ecuaciones diferenciales, son
reemplazados por un modelo constituido por ecuaciones algebraicas en la variable
compleja s, asociada a la Transformada de Laplace. De esa forma, la red se puede
analizar completamente, obteniendo resultados numéricos, usando técnicas cldsicas
de solucién de un sistema de ecuaciones simultdneas algebraicas. Aparte de esa
ventaja evidente, la transformacidn de Laplace permite resolver problemas en donde
las condiciones iniciales son discontinuas en t = 0. Esta capacidad requiere que la
definicion de la T.L. se haga como

F(s) = Joo f(t)e St dt

donde lo notable es que el limite inferior es t = 0. Esta eleccién permite incluir en
el andlisis con T.L. fenédmenos que ocurren exactamente en t = 0.

Adicionalmente, la T.L. hace posible incluir en el anélisis excitaciones de varia-
da naturaleza, bajo la condicién que exista la transformacién de Laplace para las
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funciones temporales que describen esas excitaciones.
Las limitaciones bdsicas que permiten la aplicacién de la transformacién de La-
place al andlisis de redes eléctricas son tres:

= La transformacién de Laplace existe para las funciones temporales que descri-
ben todas las fuentes de excitacién.

= La red es lineal.

= La red es invariante en el tiempo, aunque ciertos casos especiales de variacio-
nes temporales se pueden incluir en esta forma de analizar las redes.

Para maximizar el aprendizaje, es necesario que el estudiante comprenda y ma-
neje con soltura las leyes fundamentales del andlisis de redes (LVK, LCK, Tercer
Postulado), asi como las bases matematicas de la transformacién de Laplace y de la
transformacién inversa asociada. De igual forma, suponemos que el estudiante ha ya
estudiado métodos generales de construccién de modelos para las redes, incluyendo
el método de mallas y el método de nodos.

Como una forma de expresar en forma compacta los resultados de los métodos
generales de andlisis, utilizamos la formulacién matricial. Esta formulacién no es
otra cosa que una ordenacidn sistemdtica de ecuaciones lineales en las incégnitas.
Ademds, una vez obtenida la ecuacién matricial, la solucién también se puede ob-
tener en forma compacta, a través de la inversidn de la matriz de coeficientes. Por
todo esto, es necesario que para entender bien la solucién a los problemas que aqui
se desarrollan, conviene tener un conocimiento basico del dlgebra de matrices.
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2.2. Redes RLC
2.2.1. Red RLC serie

Problema 2.1.

Considere la red RLC de la figura, se trata de analizarla dadas las condiciones
iniciales en el condensador y en el inductor, asi como la excitacién, ¥t > 0 con
los datos que se indican.

VR(t)
C = 5[uF]
L = 25[mH]
R = 150[Q]
ve(t) = f(t)[VI
ve(07) = 2[V]

Si f(t) = 3 Vt > 0, encuentre expresiones para I(s) = L{i(t)}, Vc(s) =
L{ve®)} y Vi(s) = L{vc(t)}. A partir de esos resultados, calcule las sefiales
temporales 1(t), vc(t) v v (t).

Solucion

Primero transformamos la red, preservando la topologia, caracterizando los
elementos pasivos por sus impedancias y haciendo explicitas las condiciones
iniciales. Esta transformacion aparece en la figura 2.1.

De esa figura, por aplicacién simultanea de la LVK y el Tercer Postulado, se
obtiene

Vi(s) = RI(s) + “C(Sof) + % I(s) + sL I(s) — Li(0™) (2.1)

de donde se obtienen las expresiones

~40-1073(s + 1000) (2.3)
(s +2000)(s + 4000) " '
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Vk(s) I(s)
W
R 1T 1

Ve(s)
) Vls) ve(0) AT

A~ S Q
—(O)—oww

Vi(s)

N

Figura 2.1: Red equivalente en el dominio de la T.L.

Las tensiones quedan dadas por

Vi(s) =sLI(s) —Li(07) (2.4)
3 s(s +1000) -
=10 <(s—|—2000)(s+4000) ]> (25)
Ve(s) = Y€ (Sof) + S%I(s) (2.6)
2, B00Gs1000) 3.2 3,
T 5 s(s+2000)(s 1 4000) s 512000 st4000 -

Para obtener las expresiones temporales de la senales, hay que expandir en
fracciones parciales, la T.L. de cada una de ellas.

s+ 1000 _ 05 15 o)
(s + 2000)(s + 4000) s +2000 s+ 4000 :
s(s + 1000) 1000 —3000
= 1 2.
(51 2000)(s +4000) _ ' 512000 " s+ 4000 (2.9)
8000(s + 1000) 1 2 3

(2.10)

s(s +2000)(s £ 4000) s | 542000  s+4000

Usando estas expansiones en las expresiones (2.3), (2.5) y (2.7), y aplicando
T.L. inversa se pueden obtener i(t), vi (t) y vc(t) expandiendo primero en frac-
ciones parciales, y luego aplicando la T.L. inversa a cada una de las fracciones.

Asi,
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i(t) = L7 {I(s)} = —20e~ 2000t 1 604000t [InA] (2.11)
vi(t) = L7 {V(s)} = e 2000t _ 54000t [y/] (2.12)
vel(t) = L7 {Ve(s)) = 3 + 262000t _ 34000t /] (2.13)

Estas expresiones motivan las siguientes observaciones
= Las condiciones iniciales aparecen explicitamente en las expresiones para
las T.L de la corriente y las tensiones.

= Se pueden obtener i(07) y vc(07) a partir de las expresiones (2.2) y (2.6),
usando el Teorema del Valor Inicial, a través de

s2CV¢(s) — sCvc(07) + s2LCi(0—)

Ay s Y
o = Sl;r&sl(s) N slg& s2LC + sRC + 1 g
—1(07) + Vf(LOO) (2.15)

+ ; _ , I(S)
ve(0T) = ILm sVe(s) =ve(07) + ILm < (2.16)

de donde se observa que i(t) es continua en t = 0 si y sélo si V¢(oo) = 0.

Este es el caso de este probelma, ya que Vi(s) = 3/s. También se aprecia Note que si Vi(co) # 0,
que vc(t) es continua en t = 0 baja la condicién que I(oco) = 0; esta entonces la fuente incluye
condicién se cumple siempre, a menos que v¢(t) contenga derivadas de @mpulsos (delta de Dirac).
impulsos, lo cual no ocurre en ninguna situacién real, y muy rara vez en

modelos idealizados. Por supuesto que se cumple en este caso con Vi(s) =

3/s.

= Si Vi(s) tiene la forma de un cociente de polinomios en s, entonces I(s), Vc(s)
vy Vi (s) también son cocientes de polinomios.

= I(s) se puede separar en dos sumandos. Esta es una propiedad presente
en todos los sistemas lineales.
sCV (s —Cvc (0™ sLCi(0~
) — i(s) ) +sleifo)
s2LC 4+ sRC + 1 s2LC + sRC + 1
Le(s) I (s)

Uno de ellos, I¢(s) es la T.L. de la corriente debida a la excitacién, con
condiciones iniciales iguales a cero. El segundo término, I, (s), es la T.L.
de la corriente debida unicamente a las condiciones iniciales (excitacién
igual a cero).

Esta descomposicién también se puede hacer en el caso de las tensiones
Vi(s) y Vels).
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» Las expresiones (2.2), (2.4) y (2.6) pueden ser usadas para determinar los
valores a los que tienden i(t), vp(t) y vc(t), para v¢(t) constante. Este
célculo requiere el uso del Teorema de Valor Final, como se muestra a

continuacion
i(o0) = lin% sl(s) =0 (2.18)
vi(oo) = lim sV (s) =0 (2.19)
s—0
ve(oo) = h’n}) sVe(s) = HH(I) sVi(s) = v¢(o0) (2.20)
S— S—

= Otra forma de descomponer las expresiones obtenidas para las tres senales
es considerar modos: los modos forzados, que se originan en la naturaleza
de la excitacién, y los modos naturales que, como su nombre lo indica,
se originan en el comportamiento propio de la red. Una forma de separar
ambos grupos de modos es considerar la respuesta que se origina cuando
solo se consideran las condiciones iniciales, es decir, con excitaciones igua-
les a cero. Las senales temporales que aparecen en este 1ltimo caso, son
los modos naturales. Por ejemplo, en caso de la tensién vc(t), los modos
naturales son e 2000t y _e=4000t "y o] modo forzado es €%, es decir, una
constante. Este ultimo, el modo constante, es forzado por el hecho que la
excitacion es una constante.

= Note que la corriente decae asintéticamente a cero. Ello es consistente con
el hecho que la fuente es constante, por lo cual el condensador se carga,
asintéticamente también, a un valor constante, igual al de la fuente.

Errores

En la solucién de este problema, los errores que suelen cometerse son de
variada naturaleza; algunos de ellos tienen implicancias conceptuales. Los méas
frecuentes e importantes son

Error 1 Errores numéricos que generan expresiones para i(t) y vc(t) que no
satisfacen la condicion de continuidad de las condiciones iniciales.

Error 2 Errores numéricos tales que los valores asintéticos de la variables no
son los correctos. En particular, cuando se obtiene i(0o) # 0 0 ve(o0o) # E.

Error 3 Expresiones para alguna (o varias) de las senales, de modo que ellas
crecen sin limite. Ello ocurre por signos erréneos en denominador de las
T.L. de las senales.

Error 4 Las expresiones obtenidas para las senales, no satisfacen el Tercer Pos-
tulado para el condensador o para el inductor (o para ambos).

Error 5 Al calcular Vc(s) y Vi(s) no se incluyen las fuentes equivalentes de
condiciones iniciales (ver figura 2.1).
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Una variante de interés

Considere la misma red del problema principal, con dos cambios: la tensién
de la fuente es cero Vt > 0 y la resistencia presente es un parametro, cuya
variacion se analiza aca.

En esta variante se desea analizar lo que pasa con la corriente i(t) cuando
R tiene cualquier valor en el rango [0;200] [Q]. Para ello, usando (2.2) con
Vi(s) =0, se tiene que

—Cvc(07) +sLCi(0—)  —1vc(07) +si(0-)
I(s) = = 2.21
(s) s2LC+ sRC + 1 SN (2.21)

0,04(s — 2000)
= 2.22
s2 +40Rs 4+ 8-10-¢ (222)

De estas ecuaciones vemos que el valor de R afecta principalmente las carac-
teristicas de los modos naturales de la red, ya que las raices del denominador
de I(s) estén dadas por

A2 = —20R +20/R2—2-10% (2.23)

La forma general de i(t) se puede obtener a partir de la expansién de I(s)

en fracciones parciales

K K
I(s) = —b— 4+ —2 &= i(t) = KyeMt + Kypet2t (2.24)
S — )\1 S — )\2

donde se ha supuesto que A; # Az (el caso en que A = A, se discute més abajo).
Para profundizar el andlisis, consideramos tres casos. Asi, si R > v/2- 100
[Q], A1 ¥ A2 son nimeros reales. En este caso, i(t) es una combinacién lineal de

dos senales exponenciales decrecientes. Este fue el caso del problema principal,
donde R = 150 [Q]. Si R = v/2- 100 [Q], se produce una situacién especial, en
la que A7 = Ay = —20R, llevando a

i(t) = KppeMt 4 KyateMt (2.25)

Cuando R < v/2-100 [Q], A7 y Az son nimeros complejos (uno conjugado
del otro). Sean entonces

A =—0+jw, A =—-0—jw; o,we Rt (2.26)

donde 0 = 20R y w = 20v/2- 10* — R2. En este caso, I(s) se puede escribir en
la forma

(s + 20R) — (2000 + 20R)
(s +20R)2 —400(R2 —2-10%)

(s+0) 4 4+ 0,04R w
(s+0)2+w? 2104 —R2 (s +0)2 + w?’

I(s) = 0,04

(2.27)

= 0,04

(2.28)
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de donde se puede obtener i(t)

4 +0,04R
i(t) = 0,04e " cos wt — +7’e*‘” seno wt = Ae” %" cos(wt + «)

V2107 —R2
(2.29)

Esta tdltima expresiéon indica que cuando R < V2100 [Q)], la corriente tiene
la forma de una sinusoidal cuya amplitud decae exponencialmente.

En el caso limite, en el que R = 0, se tiene que 6 = 0y w = 2000v/2, en cuyo
caso A1 =jw y Ay = —jw.

Para ilustrar el comportamiento de la corriente, a medida que R varia, se

presentan en el grafico adjunto las corrientes que resultan de elegir R = 1,
R =50y R=150 [Q].

0.05 ‘
R=50[Q]
= ——R=150[Q]
5 —R=1[Q]
£ of .
<
g
3
o
_0-05 1 1 1 1 1 1 1
] 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo [s] x10~

El fenémeno oscilatorio natural (excitaciones iguales a cero, pero con ener-
gla inicial acumulada) que se observa para cierto rango de valores de R sélo
puede aparecer en redes pasivas, cuando hay condensadores e inductores. En
otras palabras, si una red pasiva sélo contiene inductores o s6lo condensadores,
el comportamiento natural jamés podra incluir modos oscilatorios. Esto ocurre
porque el fenémeno de oscilacién en estos sistemas se origina en un proceso pe-
riédico de transformacién de un tipo de energia (eléctrica en los condensadores)
en otro tipo de energfa (energia magnética en el inductor), en cada ciclo de
transformacién hay energia que se disipa en los resistores, por eso la oscilacion
es amortiguada. En el caso ideal cuando la resistencia es cero, la oscilacion se
mantiene. Este caso tiene un analogo en sistemas mecdnicos masa-resorte con
roce viscos.

Veremos en el problema siguiente que esta limitacién puede desparecer en
redes activas (redes con fuentes controladas), es decir en una red RC con fuentes
controladas, también pueden aparecer fenémenos oscilatorios en el comporta-
miento natural.

2.2.2. Red RC con fuente controlada

Problema 2.2.
La red de la figura se clasifica como una red activa, porque incluye una fuente
controlada. La idea con este problema es mostrar como la T.L. permite hacer
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un analisis cuantitativo y cualitativo del comportamiento de esta red, a medida
que variamos el parametro de la fuente controlada.

W]
YW
C, || + C1 = 5[uF]
+ C, = 10[uF
vi(t) R, = Rz - zog[tfi]
ve(t) TR
— ve(t) =f(t)
G, v1(07) = 2[V]
R; v2(07) = —4[V]
ii(t) ve(t) =111 (t)

Se pide primero calcular la expresién literal para I7(s) y luego, usando los
valores numéricos dados, estudiar el efecto de variar el parametro r en el conjunto
de niimeros reales. Para este tltimo caso, considere f(t) = 8 [V].

Solucion

Primero llevamos la red al dominio de la T.L., haciendo explicitas las condi-

ciones iniciales. El resultado es el modelo simbdlico que se muestra en la figura
2.2.

Figura 2.2: Red equivalente en el dominio de la T.L.

Si ahora elegimos I (s) e I(s) como las corrientes de mallas, podemos escribir
el modelo matematico que surge del método de mallas como:
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‘I —
Ri+Rotrt o R | (L] vt - 2
S 1 = (07)8 (2.30)
v
—Ry, —7r Ry + — I(s) 2
sC» S
Zm(s)

a partir de lo cual, invirtiendo la matriz de mallas Z,,,(S), se pueden obtener las

corrientes,
1 vi (0~
ne| o [Ret g R2 Vi(s) = 1)
Als 1 (e
I(s) (s) Ro+17 Ry +Ry+7+— —VZ( )
sCq S
(2.31)

donde A(s) es el determinante de Z,(s), y es dado por

p(s) _ R1R2C; Czs2 + (R1C71 +1C7 +R2C1 + R2Cy)s + 1

Als) = 32C,C, 2C.C, (2.32)
Asi,
1 RaCas+1 vi(07) Ry v2(07)
1) = g (Vo) = ) - g 2 (239
Si usamos la expresién para A(s) dada en (2.32), se llega a
R 1 - R
Ii(s) = sC1C2(R2Cas +1) (Vf( ) vi(0 )) _sRGG va(0)
p(s) s p(s)
(2.34)

Respecto de este resultado, se puede destacar lo siguiente

= Si V¢(s) es un cociente de polinomios, entonces I (s) también lo es, como
la T.L. de todas las demaés senales de la red.

Esta es una propiedad de los = La expresién para I;(s) se puede descomponer en dos sumandos. El pri-
sistemas lineales. mero, I1.(s), depende de la excitacién, y el segundo, I1x(s), del estado
inicial.

sC1C2(R2Cas + 1 C1C2(R2Cas +1 _, sR,CC
I(s) = & 2(R2C )Vf(5)+— 162(R2C; )V1(0 j_ SRGiC
p(s) p(s) p(s)
Lie(s) Lix(s)

(2.35)
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puede verificar a través
écnica de exrpansion en
fracciones parciales. = Si v¢(t) es constante, entonces i;(t) contendra sélo modos naturales, los

que estan asociados a las raices del polinomio p(s). Esto ocurre porque,
en I1.(s) se produciria una cancelacién del denominador de Vi(s).

Para analizar el efecto que los valores de v € R tienen en i;(t), evaluamos
numéricamente la expresion para I;(s), con lo que se obtiene

3,0s+2,015-10°°

Li(s)=10""
18) =107 2000 + 251)s + 5105

(2.36)

Para obtener 17 (t) necesitamos expandir I;(s) en fracciones parciales. Eso
requiere calcular las raices, A7 y A2, del denominador de I;(s). El resultado',
para distintos valores de 1, se muestra en la tabla 2.1.

Caso T M s ir (1)
1 100 -2000 -250 Kyje 2000t 4 K ,e—250t
2 0 -1707 -293 Kype 1707t 4 K,,e—293t
3 -100 -1390 -360 Kz1e7 1370t 4 K3,e7 3060t

4 -400 | -500-+j500 | -500-j500 | K41e72°0t cos(500t + Ky)

5 2800 | 3500v/2 | —j500v2 | Ksy cos(500v/2t + Ks2)

6 |-2000| 2823 177 Kg12823t 4 Kae!77t

Tabla 2.1: Efecto del pardmetro de la fuente controlada en la naturaleza de la
dindmica de las senales en la red. Los casos en rojo no podrian ocurrir
si no estuviese la fuente controlada.

Estos resultados numéricos permiten hacer algunos comentarios adicionales.

= Se observa que variando r se consigue una gran variedad de respuestas
dindmicas. En particular, en los casos 1,2 y 3, la forma de i;(t) es la
misma que se obtendria si no existiese la fuente controlada. Nos referimos
a que i1(t) es la combinacion lineal de dos exponenciales amortiguadas.

1Use MAPLE 0 MATHEMATICA .
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degenerada si existe un camino
cerrado, para aplicar LVK, de
modo que sdlo aparecen
tensiones en condensadores v,
posiblemente, tensiones de
fuentes independientes de
voltage.
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= El caso 4 muestra que es posible conseguir oscilaciones amortiguadas, aun-
que so6lo hay dos condensadores y ninguna inductancia.

= El caso 5, en cambio, muestra que la corriente tiene la forma de una
oscilacién de amplitud constante. Note que esto también ocurre cuando
la excitacion es cero Vt > 0, y la corriente se debe sélo a las condiciones
iniciales.

= Los casos 5 y 6 son aun mas especiales. En esos casos la corriente crece
sin limites, aunque en el caso 5 hay una oscilacién de amplitud creciente
exponencialmente.

= En general, se puede observar que la presencia de la fuente controlada
hace posible que la red exhiba conductas muy diferentes a aquellas que se
observan sin ella.

2.2.3. Redes capacitivas e inductivas con degeneraciones

Problema 2.3.

La red de la figura tiene como particularidad que la tensién en los condensa-
dores es discontinua en t = 0, excepto en la muy particular situacién en la que
v1(07) =v2(07).

it) )[ C1 = 30[uF]
£ =0 Cz = 15[uF]
v1(07) =2[V]
wit)| =/ — | vy(t) v2(07) = =3[V]
G C,
Para esta red se desea calcular vi(t) y v2(t), vVt > 0.
Solucién

Como siempre, la estrategia se inicia llevando la red al dominio de la T.L. En
esta transformacién, la topologia de interconexion se preserva, las componentes
son representadas por sus respectivas impedancias, y las condiciones iniciales
se hacen explicitas, como fuentes equivalentes. De acuerdo a la definicién de la
transformacién de Laplace, dada al comienzo de este capitulo, es necesario y
suficiente conocer las condiciones iniciales en t = 0. El resultado se muestra
en la figura a continuacién.
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t=0
+ +
(0-) (0-)
Vi (S) () = S = s () Vz(S)
T sG sC2 T

Para resolver el problema, necesitamos entonces construir el modelo mate-
matico para la red, tras lo cual calcularemos primero I(s), ya que

B 1 vi(07) _ 1 v2(07)
Vi(s) =—I(s) - i + s Vi(s) =1(s) - sC, + . (2.37)
Para el célculo de I(s) recurrimos a LVK que nos indica que V;(s) = Va(s),
asi
1 A% (07) 1 Vz(of)
—1I(s) - — =1I(s) — 2.
(s) sCq * s (s) sCa * s (2.38)
de donde se obtiene
vi(07)  v2(07)
B CiCy _ _
_ s s _ _
I(s) = T . T T61G (vi(07) —v2(07)) (2.39)
SC] SCZ

Usando la expresién para las tensiones que aparecen en (2.37), se llega a

Vi(s) = Va(s) = S ((Ocz)jg;)vj(o*) (2.40)

A partir de este resultado, y usando la transformacién inversa de Laplace,
se obtiene

vi(t) =va(t) = £ { Civr ((Oci]):g;)vssz) } (2.41)
_ G (0;1) i gin(O*) VE>0  (2.42)
Usando los valores numéricos especificados, se llega a
vi(t) = valt) = IV (2.43)

Los resultados precedentes motivan los siguientes comentarios
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= La corriente i(t) contiene un impulso (delta de Dirac)

CiCy
i(t) = =———— (vi(07) —v2(07)) 8(t 2.44
(1) = & e Wi(07) =v2(07))8(4 (2.44)
Esto quiere decir que en un tiempo infinitamente breve, hay una transfe-
rencia de carga entre ambos condensadores; esa carga transferida es igual
a

o CiC
. 102

i(t)dt = ——F—
J _ ) Ci+C;
La corriente es cero Vt # 0, lo cual quiere decir que las tensiones en los
condensadores cambian bruscamente en t = 0, pero luego permanecen
constantes.

q(t) = (v1(07) = v2(07)) (2.45)

Las tensiones también se pueden escribir como

_ 91(07) —q2(07)
Ci+C,

donde q1(07) v q2(07) son las cargas en los condensadores, justo antes de
cerrar el interruptor. Esto quiere decir que las tensiones son cero Vt > 0 si
y sélo si ambas cargas en t = 0~ son iguales en magnitud, pero de signo
opuesto.

vi(t) =va(t) (2.46)

Es crucial en la solucién de este problema el que la T.L se haya definido
como una integral desde t = 07, porque asi se logra que las condiciones
iniciales antes de cerrar el interruptor, se puedan incorporar al proceso de
responder a la pregunta planteada

Errores

En la solucién de este problema, los errores que suelen cometerse son pocos,

pero mas importante que ello, es que los resultados sean consistentes con las
leyes fisicas

Error 1 La corriente resulta distinta a cero para t > 0. Ello es imposible,

porque la LVK dice que ambas tensiones son iguales Vt > 0, lo cual indica
que no puede haber corriente, porque ésta es un flujo de cargas, lo cual
desbalancearia las tensiones.

Error 2 El resultado de las tensiones se escribe como

_ Civi(07) = Cava(07)
Ci+C

vi(t) =va(t) H(t) (2.47)
donde p(t) es un escalén unitario. Esa respuesta indica, arbitrariamente,
que las tensiones son iguales a cero para t < 0. Y eso, no lo sabemos.
Es necesario tener siempre presente, cuando se aplica analisis a partir de
t = 0 que las condiciones iniciales condensan la historia de la red, pero
no dan mas informacién que el valor instantdneo de ciertas variables en
t =0 ( menos sobre lo que ocurrié para t < 0).

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



2.2. Redes RLC

99

Error 3 Sellega a que las tensiones son continuas en t = 0, es decir, no cambian
bruscamente. Ello sé6lo es posible si la corriente es cero en t = 0. A su vez,
eso sélo es posible, si las tensiones iniciales son iguales.

Una variante de interés

La degeneracion en redes capacitivas tiene un dual en redes inductivas con

degeneraciones. Un ejemplo se muestra en la siguiente figura, donde el interrup-

tor, cerrado para t < 0, se abre en t = 0.

En estos casos la degeneracion
aparece al aplicar LCK, de
modo que solo aparecen
corrientes en inductores v,
posiblemente, corrientes de

. . fuentes independientes de
4 (t) 1% (t) corriente.
7 L; = 300[mH]
t=0 L, = 200[mH]
' LA :
v(t) ! 2 i1 (07) = 0,5[A]
i2(07) = —0,3[A]

En esta red se desea calcular las corrientes Vt > 0. Lo primero que hacemos
es llevar la red al dominio de la T.L., como se muestra en la siguiente figura.

I5(s)
L] ) LZ

0000

>&/t:0

Aplicando LCK, una vez abierto el interruptor, tenemos que I;(s) = I (s),
donde
w(07)  V(s) 2(07) V(s
1 = —— 1 = —_— 2.4
1(s) . oL 2(s) P sL, (2.48)
lo cual lleva a
Lilz o . A
_ _ 4
(s) = Fe ((07) = 12(07)) (2.49)
ya
L1441 (07) + Laia (0~
I (s) = (s) = ! 1(07) + Li2(07) (2.50)

s(Ly +L2)
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Ao L (07) + L2i(07) -
L(t) =1i20t) =L { ST L) } (2.51)
Ly (07) + L212(07)
_ T vt >0 (2.52)

2.2.4. Redes inductivas con acoplamiento magnético

Problema 2.4.
Considere la red de la figura

M
v~ O\
1 — 1)6“—”
i (t) L, = 2[H]
L] LZ Rz M - ])S[H}
o | V2(1) 11(07) =0,2[A]
i2(07) - 034[A]

v¢(t) = E=5[V]; Vt >0,

Se requiere calcular i, (t) Vt > 0.

Solucion

Lo primero que es conveniente notar es que la red original también puede
dibujarse como aparece en la Figura 2.4. Esta tltima red sélo se diferencia de
la red original, por una conexién en la base del acoplamiento magnético. Esta
modificacién no altera el valor de las variables, ya que, por simple aplicacion de la
LCK, se sabe que i3(t) = 0. Esta condicién hace que, desde el punto de vista de
sus comportamientos, ambas redes son idénticas; sin embargo, esta modificacion
neutra ayuda a construir una red equivalente a la original, sin acoplamiento.

Las ecuaciones para vi(t) y v2(t) son

vi(t) =L di(;it) + Mdiéit) (2.53)
va(t) =L dléit) + Mdlc‘lit) (2.54)
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Figura 2.3: Red equivalente en el dominio del tiempo.

Al aplicar transformada de Laplace a estas ecuaciones, se llega a

Veil(s)
Vi(s) =sLiIi(s) + sMIz(s) — (L1171 (07) + Miy(07)) (2.55)
Vi(s) = slala(s) + sMIj(s) — (Lai2(07) + Miq(07)) (256)
Vea(s)

Con las expresiones precedentes, se puede construir la red en el dominio de
la T.L. que se muestra en la Figura 2.4.

R1 S(L] N M) S(Lz —3 M)
. — —1
4 L1 (s) L1 (s)
Vi(s) sM R2
Vi (s) Va(s)
M) M)
7 ~

Vei(s) Veal(s)

Figura 2.4: Red equivalente en el dominio de la T.L.

En base a la red de la Figura 2.4, y tras aplicaciéon del método de mallas, se
obtiene
SL] —+ R] sM I] (S) o Vf(s) + Ve] (S) (2 57)
sM sLy+Ry| [I2(s)] Vea(s) ’

Zm(s)

Esta ecuacién se puede resolver en forma compacta, invirtiendo la matriz
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Siempre se cumple que
LiL, >M?
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Zm(s), lo cual lleva a

{SLZ + Rz —sM ]

[11 (s)} B —sM sk + Ry [Vf(s) + Ve (s)] (2.58)
L(s)]  s?(LiL; — M?) +s(L1R2 + LoRy) + R R, Vea(s) '
Als)
lo cual lleva a
Iz(S) = ﬁ (*SM(Vf(S) + Veq (S)) + (SL] + Ry )Vez(s)] (259)
_ —sMV¢(s) | —sMVeq(s) + (sLy + Ry)Veal(s)
A(s) A(s) (2.60)

La expresién precedente indica que la forma general de la corriente i, (t) es

i(t) =To + I1eMt + et oiy(t) =Ip + et + IteMt (2.61)

donde el término constante Iy se origina en la naturaleza de v¢(t), y los otros
términos provienen del comportamiento natural de la red, donde Ay y Az son las
frecuencias naturales. La forma alternativa que se indica en la ecuacién aparece
cuando A7 = A;. Dado que v¢(t) es constante Vt > 0

Las frecuencias naturales de esta red, A1 y A2, son los valores de s que hacen
cero el determinante de Z,,(s), es decir, las raices de A(s). En este caso, esas
frecuencias son

—(L1R2 + LaRy) £ /(L1R2 + LaR1)2 — 4Ry Ry (L L, — M2)
2(01 L, — M2)

M2 = (2.62)

Note que el discriminante se puede escribir como
(L1R2 +LoRy)? —4R;Ra (L1 L, —M?) = (L1R2 — LoRy)? +4R;RaM? > 0 (2.63)

Como el discriminante es mayor que cero, entonces, las frecuencias naturales
son siempre reales. Por otro lado.

(L] Ry + LzR]) > \/(L] Ry + 1Ry )2 — 4R, Rz(L] L, — MZ) (264)

por lo cual, las frecuencias naturales son reales y negativas.
Si usamos los valores numéricos dados, y desarrollamos en fracciones parcia-
les (ver Apéndice A) se obtiene

B 7,6(2875 + s) _ 0212 . 0188 (2.65)
T 1952 +1,04-1055 +4,0-107 s +41627 ' s+ 5057,41 '

I>(s)
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donde Ay = —416,27 y A\; = —5057,41.
Aplicando T.L. inversa a (2.65) se llega finalmente a

i2(t) = 0,212 41627t 1 (188505741t (2.66)

Los resultados precedentes se pueden entender en mayor profundidad a través
de las siguientes observaciones:

= Las frecuencias naturales de esta red son siempre reales, con indepen-
dencia de los valores de las componentes. Eso es lo que indica la ecuacién
(2.63). Conceptualmente ello se explica porque frecuencias naturales com-
plejas implican oscilaciones (amortiguadas, si hay resistores), lo cual sélo
es posible si hubiesen condensadores ademés de inductores.i

= Las tensiones V¢1(s) y Vea(s) son constantes en s, lo cual significa que
Ve1(t) y Vez(t) son deltas de Dirac.

= La corriente 11 (t) tiende a una constante. De la ecuacién matricial (2.58)
se tiene que

(sLa + R2)(Ve(s) + Vei(s)) —sMVea(s)

I = 2.
i1s) A (267)
Al aplicar el teorema del valor final (TVF) , se obtiene
. o . sRaVe(s) E
i1(00) = glg(l) L(s) = 8151(1) W = E (2.68)

= La corriente 1;(t), dada por (2.66), tiende asintéticamente a cero. Ello se
explica porque, como se demostré en la observacion anterior, la corriente
11 (t) tiende a una constante. Por ello, el flujo magnético tiende también a
ser constante, con lo que no hay tensién inducida en L, y, en consecuencia,
la corriente 1, (t) tiende a cero.

= La expresion (2.59) debe ser consistente con todos los datos. Entre ellos,
debe satisfacer la condicién inicial 1;(07), la que es igual a i;(0"), ya que
no hay degeneraciones. Aplicando el teorema del valor inicial (TVI), se
obtiene

_ 2
i2(0+) — lim L(s) = lim SME — s“MV,q(s) 4+ s(sLy + Ry)Vea(s)

$—00 s—00 A(s)

(2.69)
y, tras aplicar L’Hopital, se obtiene que ese limite es igual a i,(07).
Una variante de interés

Se desea saber qué cambios en la sefal i,(t) se producirfan, si se invirtiese
el sentido del acoplamiento, tal como se muestra en la figura.
En este caso las ecuaciones para la red son
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el Apéndice A.
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M
Ry TN i2(t)
[ ]
+
L L, R2
i3(t) v2(t)

Figura 2.5: Red equivalente en el dominio del tiempo, con acoplamiento de po-
laridad invertida.

diq (t) diz(t)

vi(t) =1, It —M T (2.70)
di di
va(t) = Ly 13?) —M l(‘iit) (2.71)

Se ha indicado, en color granate, el cambio originado por haber revertido la
polaridad del acoplamiento. Se trata s6lo de un cambio en el signo que acompana
la inductancia mutua. Asi, la ecuacién (2.59) se convierte en

~ sMVi(s)  sMVei(s) 4 (sLy + Ry)Vez(s)
T Als) Als)

L5 (s) (2.72)

Son embargo, el determinante A(s) no se modifica, porque allf la inductancia
M aparece siempre en forma cuadratica. Entonces

A(s) = s?(L1Ly; — M?) +s(L1R2 + LRy) + RyR» (2.73)

Esta invariancia del determinante implica que las frecuencias naturales (que
son raices de A(s) = 0) tampoco cambian. En consecuencia, la expresién para
1,(t) sélo difiere de la original por un cambio de signo, asi

i2(t) = —0,212e 41627t _ (188505741t (2.74)

Este resultado no es sorprendente, porque si en la red original, junto con
invertir la polaridad del acoplamiento, hubiésemos invertido el sentido de la
variable i, (t), entonces la ecuaciones para la corriente buscada se habrian man-
tenido sin variaciones.
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2.3. Meétodos generales y Transformacién de La-
place
2.3.1. Meétodo de mallas, sin fuentes controladas

Problema 2.5.

En la red de la figura se pide formular un conjunto consistente de ecuaciones pa-
ra calcular las corrientes de mallas. ; Qué puede decir sobre los modos naturales
de la red?

Ry Le R>
MW—=585 oy
vio(t) | 4 ts(t) R =1KQI k=1,..5
() vr7(t) |== Cr L¢ = 0,5 [H]
R4 veg(t) C7 = T[uF]
AW w—() i6(0) = 10 [mA]
Rs Tl v =5V
MW O + (2.75)
Rs Vvro(t)

Solucion

Primero definimos las corrientes de mallas y hacemos explicitas las condicio-
nes iniciales, a través de fuentes equivalentes. Para simplificar el tratamiento, se
eligen las tres corrientes de mallas en el mismo sentido. El resultado se muestra
en la siguiente figura

R, Leie(0)5(t) R,
~W—O)- W
+ +
O (v ?”m ne
R; C7 R
v——L O
i, ( S+ ves(t)
+
MW O
Rs Veo(t)
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Entonces, las ecuaciones de mallas se pueden formular directamente, por
aplicacién simultdanea de la LVK, la LCK y las relaciones terminales de los
elementos. En forma compacta

Zn(s) - Im(s) = Em(s) (2.76)

donde la matriz de impedancia de mallas Zxy,(s) estda dada por

R1 +R3 +slg +1/sC5 —1/sC5 —R3
Z(s) = —1/sC5 Ry, + R4 +1/sC5 —Ry4 (2.77)
—R3 —R4 R3 + Rz + Rs

Por su parte, el vector de corrientes de mallas I, (s) y el vector de tensiones de
excitacion Eny, (s) estan dados por

Iu(s) Vi1o(s) + Leis(0) —v7(0)/s
In(s) = |Ip(s)|; En(s) = v7(0)/s — Vis(s) (2.78)
L (s) Vig(s) — Vio(s)

A partir de estas ecuaciones, se pueden calcular las corrientes de mallas a
Los modos forzados estdn través de la formula
asociados a los valores de s

que hacen cero los
denominadores de Vis(s), In(s) = Zm(s) ™" - Em(s) (2.79)
Vio(s) y Vero(s) (que aparecen
en el vector Em(s)). Asi, los modos naturales estan asociados a los valores de s que hacen cero el

determinante de Z,(s). Ese determinante estd dado por

(LeC7R4R3 + LeC7R2R3 + LsC7R2Rs + LeC7R2R5 + LgC7R4Rs5)s? n

det Zm(s) =
SC7
(R1C7R4R5 + R1C7R2R5 + R3C7R2R4 + R1C7R2R4 + LgR3 + LeRs + LsRs)SjL
SC7
(R1C7R2R3 + R1C7R4R3 + R3C7R2Rs5 + R3C7R4R5)S+
SC7
R2R3 4+ R2R4 + R2R5 4+ R4R5 + R1R3 + RyR4 + R1Rs5 4+ R3R5 (2.80)
SC7 '
Para estos cdlculos use Reemplazando los valores numéricos se obtiene
MAPLE 0 MATHEMATICA . 5 .
2,5 9500s + 8 - 10
det Z(s) = 225+ : st (2.81)
Los valores de s que hacen cero este determinante son
A = —1259,69; y Az =—2540,31 (2.82)

Entonces, los modos naturales en esta red son
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e—1259,69t y e 254031t (2.83)

Con estos resultados se pueden hacer las siguientes observaciones

= La aplicacién del método de mallas da origen a un sistema consistente de
ecuaciones, ya que se generan tres ecuaciones linealmente independientes
con tres incégnitas (las tres corrientes de mallas).

= Las condiciones iniciales son continuas en t = 0, porque no hay degenera-
ciones.

= Los modos naturales son dos porque hay dos elementos dindmicos y nin-
guna degeneracién.

= En este caso, dados los valores numéricos particulares, los modos son ex-
ponenciales decrecientes. Sin embargo, dado que hay un inductor y un
condensador, es posible que, con otros valores numéricos de las compo-
nentes, los modos naturales se combinene para dar origen a una sinusoidal
amortiguada exponencialmente. Lo que no puede ocurrir es que aparezcan
modos que no decaigan a cero.

= El vector de corrientes de mallas se puede separar en la siguiente forma

In(s) = Zm(s) ™" Eme(s) + Zm(s) ™" - Emx(s) (2.84)
Ime(s) Imx(s)
donde
Vi0(s) Leis(0) —v7(0)/s
Emel(s) = —Vis(s) Emx(s) = v7(0)/s (2.85)
Vig(s) — Vro(s) 0

Esta descomposicién permite identificar, por separado, el efecto de las
excitaciones independientes y el de las condiciones iniciales.

= En ambas componentes aparecen los modos naturales; sin embargo, los
modos forzados aparecen sélo en Ine(s), ya que sélo alli intervienen las
fuentes independientes, cuyos denominadores determinan los modos for-
zados.

Errores

Los errores mas comunes en este problema son
Error 1 Representacién incorrecta de las condiciones iniciales.

Error 2 Omisién de términos o error de signo en la formulacién de la LVK
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Error 3 Representacion incorrecta de las impedancias del inductor y/o del con-
densador

Error 4 Errores algebraicos que conducen a una expresion para det Zy,(s) en
la que aparecen términos con diferentes signos. Esto genera un error con-
ceptual porque daria origen a modos naturales que crecen en el tiempo.

Error 5 Errores algebraicos que llevan a concluir que hay tres (o méas) modos
naturales. Ello también conlleva un error conceptual porque habiendo sélo
dos componentes dindmicas, sélo puede haber dos modos naturales.

Una variante de interés

Suponga que la fuente independiente de tension veg(t) es sustituida por una
fuente independiente de corriente irg(t). Nos interesa averiguar como cambian
las ecuaciones del método de mallas.

Para hacer el estudio, consideramos la red eléctrica de la figura

R, Leie(0)8(t) R,
~W—O)-05 MW
+ +
verolt) | 4+ v7(0)
() in(t) iﬁ(t)
R ' o T Ry irs (1)
w—Lww—0
i, ( > sl
M OF
Rs qu‘?(t)

En primer lugar podemos, en las ecuaciones (2.76) a (2.78) reemplazar Vig(s)
por Vg(s). Ello, aparentemente resuelve el problema. Sin embargo, la tensién
Vs(s) es desconocida, por lo que tendriamos un sistema de tres ecuaciones, con
cuatro incognitas, es decir, nuestro modelo matematico, hasta este punto, es
inconsistente. Necesitamos una cuarta ecuacién. Esta ecuacién surge de usar el
hecho que la componente niimero 8 de la red es una fuente independiente de
corriente irg(s), lo que constituye una informacién no utilizada hasta ahora. Asi,
la ecuacion faltante es

—1Ip(s) + Iy (s) = Lts(s) (2.86)

Con esta relacion, las ecuaciones del método de mallas se pueden escribir, en
forma compacta como

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



2.3. Métodos generales y Transformacién de Laplace 69

O 1 | Tu(s)
Zen(s) | 1 " Viro(s) + Leig(0) —v7(0)/s
- v7(0)/s (2.87)
=11 1,5
””””””””””” —Viols)
0 —1 1:0 [ [Vals) -
- I Em(s)

Respecto de esta ecuacién, conviene formular las siguientes observaciones

= Se puede observar que el nimero de incégnitas es cuatro, pero ahora au-
menté el nimero de ecuaciones independientes.

= Sise compara el vector de excitaciones original Ey,(s) con el nuevo Eyy,(s),
se aprecia que se diferencian sélo en que en este dltimo no aparece el
término Vig(s).

= A su vez, el nuevo vector de incégnitas L. (s) difiere del original, Iy, (s), s6lo
en que el primero tiene un elemento adicional: la nueva incégnita Vg(s).
Note que el nuevo vector es dimensionalmente hibrido, porque incluye
corrientes y tensiones (por simplicidad se preservé la notacién I).

. " . . En cambio, los modos
= Los modos naturales no son alterados al cambiar la fuente independiente naturales, en general, s

de tensiéon por una fuente independiente de corriente, ya que las fuentes dependen de las fuentes
independientes no tienen ningun efecto en los modos naturales. controladas.

2.3.2. Meétodo de nodos, sin fuentes controladas

Problema 2.6.
En la red de la figura se pide formular un conjunto consistente de ecuaciones
para calcular las tensiones de nodo a tierra. La tierra se elige en el nodo donde

inciden los elementos 2, 5 y 7. ;Qué puede decir sobre los modos naturales de
la red?
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ve(t)
|
R, Ce R; Re=1KQ k=1,....4
WWA WWA Ls = 0,5 [H]
Ce = 1[uF]
@ L, = O i5(0) = 10 [mA]
i7(t) () irs(t) ve(0) = 5[V]
2.88
AW (2.88)
R
Solucién

Para empezar, asignamos simbolos a las tensiones de nodo (respecto del
norte de tierra especificado). Identificamos cuatro nodos, con sus respectivas
tensiones vq(t), vp(t), vc(t), va(t). Todas ellas han sido elegidas con polaridad
positiva respecto de la tierra. Adicionalmente, hacemos explicitas las condiciones
iniciales a través de fuentes de corriente equivalentes. El resultado se muestra

en la siguiente red

)
N\ Ceve(0)5(t)
I
e,
Ri () Rs

Ls
it ﬂ) v
if7(t) g irg(t)
i5(0)

Entonces, las ecuaciones de nodos se pueden formular directamente, por
aplicacién simultdanea de la LCK, la LVK y las relaciones terminales de los

elementos. En forma compacta

Yn(s) : Vn(s) = In(s)

(2.89)

donde la matriz de admitancia de nodos Y, (s) estd dada por
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G +sCq —Gj —sCg 0
. —G; G+ G3+ G4 +1/sLs —Gy —G3
Zm(s) = | e, Gy Gi+sCs O (2.90)
0 —G3 0 Gy + G3

Note que hemos usado los valores de conductancia, en vez de las resistencias,
para asi simplificar las expresiones. Por su parte, el vector de tensiones de nodos
Vu(s) y el vector de corrientes de excitacién I (s) estan dados por

Val(s) It7(s) — Ceve(0)
| Vel(s)| . _ i5(0)/s
Val) =1y | 0= | cpne0) 1 Iis(s) (291)
Val(s) —I¢s(s)

A partir de estas ecuaciones, se pueden calcular las tensiones de nodos a
través de la férmula

Vn(s) :Yn(5)71 'In(s) (292)

Los modos naturales estan asociados entonces a los valores de s que hacen
cero el determinante de Y, (s). Ese determinante esta dado por

(C6G3L5G4G2 + Gy G3L5C6G2)52+

SI_5
(G4C6G3 + G1CsG2 + G1CsG3 + G4C6G, + Gy G3L5G4G2)5+
SL5

det Yn(s) =

G1G4G, + G1G4G3
SL5

(2.93)

Si aplicamos a la expresion precedente los valores numéricos dados, se obtiene

015 s +4500s + 2 - 10°

det Ynu(s)=2-1 . (2.94)
Los valores de s que hacen cero este determinante son
A1 = —=500; y Az =—4000 (2.95)
Entonces, los modos naturales en esta red son
o500t y 4000t (2.96)

Con estos resultados se pueden hacer las siguientes observaciones

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado

Los modos forzados estdn
asociados a los valores de s
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Irs(s) (que aparecen en el
vector In(s)).
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La aplicacién del método de nodos da origen a un sistema consistente de
ecuaciones, ya que se generan cuatro ecuaciones linealmente independien-
tes con cuatro incdgnitas (las cuatro tensiones de nodos).

Las condiciones iniciales son continuas en t = 0, porque no hay degenera-
ciones.

Los modos naturales son dos porque hay dos elementos dindmicos y nin-
guna degeneracion.

En este caso, dados los valores numéricos particulares, los modos son ex-
ponenciales decrecientes. Sin embargo, dado que hay un inductor y un
condensador, es posible que, con otros valores numéricos de las compo-
nentes, los modos naturales se combinen para dar origen a una sinusoidal
amortiguada exponencialmente. Lo que no puede ocurrir es que aparezcan
modos que no decaigan a cero.

El vector de tensiones de nodos se puede separar en la siguiente forma

Vals) = Ya(s) ™" The(s)+ Ya(s) ™ - Lnk(s) (2.97)
Vie(s) Vinel(s)
donde
I¢7(s) §6v6(0)
Lne(s) = Ifso(s) Tox(s) = ésé(‘?é)(/g) (2.98)
—I¢s(s) 0

Esta descomposicién permite identificar, por separado, el efecto de las
excitaciones independientes y el de las condiciones iniciales.

En ambas componentes aparecen los modos naturales; sin embargo, los
modos forzados aparecen sélo en Vye(s), ya que sélo alli intervienen las
fuentes independientes, cuyos denominadores determinan los modos for-
zados.

Errores

Los errores més comunes en este problema son analogos a los que se pueden

incurrir en el andlisis por mallas

Error 1 Representacién incorrecta de las condiciones iniciales.

Error 2 Omision de términos o error de signo en la formulaciéon de la LCK

Error 3 Representacién incorrecta de las admintancia del inductor y/o del con-

densador
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Error 4 Errores algebraicos que conducen a una expresién para det Yy (s) en
la que aparecen sumandos con diferentes signos. Esto genera un error
conceptual porque darfa origen a modos naturales que crecen en el tiempo.

Error 5 Errores algebraicos que llevan a concluir que hay tres (o méas) modos
naturales. Ello también conlleva un error conceptual porque habiendo sélo
dos componentes dindmicas, sélo puede haber dos modos naturales.

Una variante de interés

Suponga que la fuente independiente de corriente irg(t) es sustituida por una
fuente independiente de tensién veg(t). Nos interesa averiguar como cambian las
ecuaciones del método de nodos.

Para hacer el estudio, consideramos la red eléctrica de la figura

©

N Ceve(0)5(t)

I

e,
fiove) R

En primer lugar podemos, en las ecuaciones (2.89) a (2.91), reemplazar I¢g(s)
por Ig(s). Ello, aparentemente resuelve el problema. Sin embargo, la corriente
Is(s) es desconocida, por lo que tendriamos un sistema de cuatro ecuaciones,
con cinco incognitas, es decir, nuestro modelo matemético, hasta este punto, es
inconsistente. Necesitamos una quinta ecuacién. Esta ecuacién surge de usar el
hecho que la componente nimero 8 de la red es una fuente independiente de
tension Vrg(s), lo que constituye una informacién no utilizada hasta ahora. Asi,
la ecuacion faltante es

Ve(s) = Vals) = Vss(s) (2.99)

Con esta relacién, las ecuaciones del método de nodos se pueden escribir, en
forma compacta como
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0 Val(s) I¢7(s) — Cevs(0)
v.(s) O [Vels) i5(0)/s
1 Ve(s)| = Cevs(0) (2.100)
i vals 0
0 0 1 —1§ 0 Ig(s) Ves(s)
a(s) Val(s) n(s)

Respecto de esta ecuacién, conviene formular las siguientes observaciones

= Se puede observar que el numero de incoégnitas es cinco, pero ahora au-
menté el nimero de ecuaciones independientes.

= Sise compara el vector de excitaciones original I,(s) con el nuevo I, (s), se
aprecia que se diferencian s6lo en que en este tltimo no aparece el término

Ltg(s).

» A su vez, el nuevo vector de incégnitas Vi (s) difiere del original, Vi (s),
s6lo en que el primero tiene un elemento adicional: la nueva incégnita Ig(s).
Note que el nuevo vector es dimensionalmente hibrido, porque incluye
corrientes y tensiones (por simplicidad se preservé la notacién I).
En cambio, los modos

naturales, en general, st
dependen de las fuentes
controladas.

= Los modos naturales no son alterados al cambiar la fuente independiente

de corriente por una fuente independiente de tension, ya que las fuentes
independientes no tienen ningun efecto en los modos naturales.

2.3.3.

Método de mallas, con fuentes controladas

Problema 2.7.
Considere la red de la figura, en la que aparece un transformador ideal con
razon de transformacion Nq : No.

Ry i3(t) L3
—AW VO .
ves(t) + N7 : N3y
() R> % va(t) __C4
°
T.I.

Ry = 1[KQJ R, = 2 [KQ] L3=05[H Cg=1[uF
N1 :Nz =2:5 ig(O)Z]O[mA] V4(0)=5[V]
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Se requiere aplicar el método de mallas para obtener un modelo matematico
consistente. Se pide, ademads, calcular los modos naturales de esta red.

Solucion

Antes de aplicar el método de mallas, definimos las corrientes de mallas,
hacemos explicitas las condiciones iniciales (usando fuentes de tensién equiva-
lentes) y definimos las tensiones en ambos lados del transformador ideal. El
resultado de muestra en la figura

Rq L3
WW—T% . e (0 () L+
N] : Nz 4
1o¢(t) RZ % 16 (t) Va(t) 1‘)/ (t)
2 N . G 1
o0 TIL.
vis(t) L5i3(0)3(t)

Con referencia a esta red, formulamos las ecuaciones de mallas. En una
primera etapa, tratamos las tensiones en el T.I., como si fuesen fuentes inde-
pendientes de tensién. Entonces se obtiene

Zn(s) - Im(s) = Enm(s) (2.101)
donde la matriz de impedancia de mallas Z,(s) estd dada por
Ry + Rz +slL; —Ry 0

Zm(s) = —Rz RZ 0 (2.102)
0 0 1/sC4

Por su parte, el vector de corrientes de mallas Iy (s) y el vector de tensiones de
excitacion y del T.I. En,(s) estdn dados por

Lo(s) Vis(s) + L3i3(0)
Im(s) = |1p(s)]; En(s)= —Val(s) (2.103)
Ly(s) Vo(s) —va(0)/s

Este sistema de ecuaciones no es consistente, porque estda formado por tres
ecuaciones independientes, en cinco incognitas. Las incégnitas son las tres co-
rrientes de mallas y, ademads, Vo (s) y Vp(s). En consecuencia, necesitamos dos
ecuaciones independientes adicionales. Ellas se obtienen de las ecuaciones del
T.I., ya que atn no han sido usadas. Esas ecuaciones son

NoVa(s) = —N1Vy(s); NiIg(s) = —Njly(s) (2.104)

Agregando estas ecuaciones a las que aparecen en (2.78), se llega al siguiente
sistema consistente.

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado

Debe satisfacerse el teorema de
Tellegen:
Va(s)Ip(s) = Vu(s)Iy(s).
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Zn(s) Im(s) = Em(s) (2.105)
donde
O O TIus)] [Vas(s) + Lsis(0)
Zm(s) 11 0 I (s) 0
L0 -1 B
SRS S Ly(s)| = —v4(0)/s (2.106)
0 Ny N2i0 0 V(s) 0
00 0 iNy Ny | Vo8 0
- ir!)(s) Em(s)
Zm(S)
Entonces
In(s) = Zm(s)"" - Em(s) (2.107)

Asi, los modos naturales estdn asociados a los valores de s que hacen cero el
determinante de Zy,(s). Este estd dado por

~ L3RpN3Cqs% + (R1R2N3Ca + L3N?)s + RyNT + RaN7

det Zp, (s) = 3G, (2.108)
Al aplicar los valores numéricos se obtiene
det Zon(s) — ~ 25000s* 4-5,2 - 1073 +1,2-10'° (2.100)
cuyas raices son
A =—1815,63 y Az =—264,37 (2.110)
En consecuencia los modos naturales son
o—1815,63t o—264,37t (2.111)

Los resultados obtenidos y los pasos para obtenerlos, merecen los siguientes
comentarios

= Este problema corresponde a la categoria de redes con fuentes controladas,
porque el T.I. sélo puede describirse usando este tipo de fuentes. Recor-
demos la equivalencia (para esta polaridad del acoplamiento)
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1(t) 12(t) 1 (t) iz2(t)
%—. ——
Ni:Na Sy AL
vi(t) 2| ] 2 ? va(t)
° -+
T.I.

La equivalencia alternativa se obtiene intercambiando las fuentes, y corri-
giendo adecuadamente los valores.

= Aunque hay fuentes controladas, en este problema los modos naturales
siguen siendo decrecientes. Ello siempre es asi para redes RLCM con T.I.,
ya que a pesar que este ultimo se modela con fuentes controladas, su
naturaleza es la de un elemento de cuatro terminales de tipo pasivo y
conservativo (no genera ni disipa energfa).

= Sin perjuicio del comentario precedente, se puede afirmar que los modos
naturales dependen numéricamente del cociente N7 /N,.

= Una forma alternativa de analizar esta red es reemplazar la subred que va
desde el primario del T.I. hacia la derecha, por otra que no contenga un
T.I.. Para hacer ello, notamos que

L(s)  va(0)

Vi = 2.112
b(s) sCs T ( )
Si ahora usamos (2.104), se obtiene
N Ny Tg(s) | va(0) I5(s) | vae(0)
S 2y () = — L Va(s) = 2.113
N] (S) Nz SC4 + S = ( ) SC4e + S ( )
donde 5
_ (N2 : N
Cac = (N1) Cii vael0) =~ twal0) (2.114)

Estos resultados se pueden condensar en la red de la figura siguiente.

R] L3
WW—G5%
+
i (t) Rz% @) va(t) Vae (0)
Cae
2N T
O

Vs (t) L3i3(0)d(t)
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Note que las impedancias se reflejan desde el secundario al primario mul-
tiplicadas por un factor (N7/N32)?%, por lo que la capacitancia se refleja
multiplicada por el factor (N2/N7)?%. Por su parte la fuente de tensién se
refleja al primario multiplicada por un factor —N7 /N (el signo negativo
se debe a la polaridad del T.I.

Errores

Los errores méas comunes en este problema son

Error 1 Representacién incorrecta de las condiciones iniciales.
Error 2 Omisién de términos o error de signo en la formulacién de la LVK

Error 3 Representacién incorrecta de las impedancias del inductor y/o del con-
densador

Error 4 Errores algebraicos que conducen a una expresion para det Zy,(s) en
la que aparecen términos con diferentes signos. Esto genera un error con-
ceptual porque daria origen a modos naturales que crecen en el tiempo.

Error 5 Errores algebraicos que llevan a concluir que hay tres (o mas) modos
naturales. Ello también conlleva un error conceptual porque habiendo sélo
dos componentes dindmicas, sélo puede haber dos modos naturales.

Error 6 Mal tratamiento del T.I. Aqui los errores pueden ir desde errores de
signo, hasta otros més graves, como suponer que, por definicion, alguna
tensién y/o alguna corriente es cero. Para evitar eso, se sugiere representar
en forma equivalente el T.I. con las dos fuentes controladas, los valores de
esas fuentes y sus orientaciones deben respetar la polaridad del T.I. Debe
ademas verificarse que se cumple el teorema de Tellegen.

Una variante de interés

Supongamos que se agrega una fuente controlada en el lado secundario del
T.I., como se muestra en la figura, con vcg(t) = Tig(t), con r € R

Ri Ls ves(t) 4
‘/W\/\ ® \)b(t) +
N] : Nz V4(0)
R ipln) ()
M M ° G T
AN T.L

ves(t) L313(0)5(t)
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El tratamiento de esta fuente se hace siguiendo la misma idea basica que se
siguié con el T.I., es decir, primero se trata la fuente controlada como si fuese
una fuente de tensién independiente, y se pone, con el signo adecuado, en el
vector de excitaciones. Luego, se utiliza la relacién de Tercer Postulado para la
fuente controlada y se re-acomodan matricialmente las ecuaciones, dejando en el
vector de excitaciones, solo las fuentes independientes y las fuentes equivalentes
para las condiciones iniciales.

Siguiendo esa estrategia, la adicién de la fuente controlada introduce un
cambio en la ecuacién asociada a la malla vy, lo cual se refleja en la matriz
Z(s), la que ahora es

Ri +R3+sls —R; 0
Zm(s) = —Rz Rz 0 (2.115)
-1 0 1/sCy

Un aspecto interesante a observar es que ahora Zp,(s) no es una matriz
simétrica. Podemos entonces calcular los modos naturales de la red, calculando
primero el determinante de Zm(s), la que sigue dada por (2.106), salvo por el
hecho que ahora Zy,(s) esta dada por (2.115). Entonces

_LngN%C4SZ + (R1R2N§C4 + L3Nz +1RoN,2N;Cy)s + R]N% + RzN%
SC4

det Zm(s) =

(2.116)
Use MAPLE 0 MATHEMATICA

Con los valores numéricos dados, resulta

_ 2 107 1010
deth(s):—ZSOOOS +(52-10 J;20000r)s+1,2 10 2.117)

De esta expresién se observa que las raices, A1 y Az, de ese determinante
pueden ser reales (positivas o negativas), imaginarias o complejas (con parte
real positiva o negativa). Ello depende del valor que toma el pardmetro v de
la fuente controlada. A través de cédlculos simples se llega a los resultados que
aparecen en la tabla siguiente.
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T A1, A2 Modos naturales

(—o0,—4330) eR* exponenciales crecientes

(—4330,—2600) | € C, BR{A\1} = R{A2} > 0 | sinusoidal creciente

—2600 € C, R{A1} = R{A,} =0 | sinusoidal pura
(—2660,—868) | € C, R{A\1} = R{A2} < 0 | sinusoidal decreciente
(—868, ) eR™ exponenciales decrecientes

Esta tabla muestra, una vez més, que las fuentes controladas pueden generar
nodos naturales crecientes, lo cual es imposible de lograr si la red es sélo del
tipo RLCM (incluyendo T.L.).

2.4. Ejercicios suplementarios

Problema 2.8. En la red de la figura se sabe que v¢(t) = E,constante vVt > 0,
Cq =5[uF], C; =5[uF], Ry =100 [Q] y Rz = 200 [Q]. Determine, si existen, los
valores de las condiciones iniciales en C1 y en C,, de modo que i(t) contenga s6lo

una exponencial (probablemente sus resultados quedan expresados en funcién
de E).

YWWA WWH
R, Ry
+ ve(t) —_ —_
Ca Cy
it

Problema 2.9. Para la misma red eléctrica del ejercicio precedente, suponga
que Ry y Rz se pueden elegir arbitrariamente. ;Qué valores € R* elegirfa usted
para que en i(t) apareciese una sinusoidal de amplitud amortiguada exponen-
cialmente?

Problema 2.10. Considere la red eléctrica del problema , y suponga que no
conoce los valores de las componentes, el valor de la fuente constante E, ni los
valores de las condiciones iniciales. Sin embargo, se puede determinar que la
corriente estd dada por

i(t) =2 —5e25%0co5(1700t + 71/4) [mA] Vt >0
Calcule, R,L,C, 1. (07), vc(07) y E, si es posible.

(2.118)
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Problema 2.11. Suponga que se aplica el método de mallas a una red lineal,
con condiciones iniciales iguales a cero, obteniéndose las siguientes ecuaciones

4 4
1504 104 3s Ioc(s) Vi (S)
—1—3— 5+3—+o,ozs —2—0,01s Ig(s)| =] ©
s s 105 | L] [Vaals)
—2,5 —2—0,0]5 3+0,0]S+ T

(2.119)

2.11.1 Suponiendo que todas las corrientes de mallas se han definido con la
misma orientacion, proponga una red que satisfaga estas ecuaciones de
mallas.

2.11.2 Suponga que se invierte la orientacién de la corriente de la malla vy,
.,cémo se deben modificar las ecuaciones de mallas dadas?

2.11.3 Si suponemos que todas las componentes dindmicas tienen condiciones
iniciales distintas de cero, ;Como habria que introducir esas condiciones
iniciales en las ecuaciones?

2.11.4 Determine los modos naturales de la red.

Problema 2.12. En la red de la figura se sabe que v¢p(t) = 10e~ 100t [V],
vz (t) = T0p(t—0,008) [V], L = 0,6 [H], Ry = 100 [Q], Rz =300 [Q] e i (0) = 0,2
[A]. Calcule iy (t), Vt >0

R] 3 t
@) ir(t) R,
v (t) L

vea(t)

Problema 2.13. En la red de la figura se sabe que v¢(t) = 10cos(10t) [V],
Ly =5[H], Lz = 2[H], M = 3[H], Ry =100 [Q], Ry =40 [Q], 1;(0) = 0,2 [A] e
12(0) = 0,8 [A] . Calcule i, (t), Vt > 0.

WWW -
i1(t) Ry ° 10

Ly L R
ve(t)
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Problema 2.14. En la red de la figura se sabe que i¢(t) = te*m”, ve(t) =
r-i3(t), r € R, 13(0) = —0,1 [A], C; = 3[uF], Ry = 100 [Q], R, = 100 [Q] y
R3 = 200 [Q]. Determine, i3(t) Vt > 0.

i3(t)
f— R3

if(t) Ry c

Problema 2.15. En la red de la figura se sabe que v¢(t) = 100 cos(314t),
ve2(t) = 100 cos(314t — 71/6), i(0) =1 [A], L=10[mH], R; =4 [Q], R, =4 [Q]
y Rz =20 [Q]. Calcule i(t) Vt > 0.

i(t)
Rj R R3

ver (8) T vea(t)

Problema 2.16. Calcule el equivalente Thevenin para la red que se muestra en
la figura, con los siguientes datos: L =2 [H], R = 1[KQ], C =1 [uF], v.(0) = 8
[V], iL(0) = 0,2 [A].

R
e e
ve(t) Vr(t)
L
+
XVR (t) i]_ (t)

o A’

Problema 2.17. Calcule el equivalente Norton para la red que se muestra en
la figura, con los siguientes datos: v¢(t) = 12 [V], L = 2 [H], R; = R, = 1[KQ],
C =1 [uF, v¢(0) =8 [V], iL(0) = 0,2 [A].

L
5 A
iy
Bic(t) Ri _cT vel) =R,
velt) A

Problema 2.18. El interruptor de la red estd cerrado Vt < 0, y se abre en
t = 0. Calcule v, (t) vt > 0.
vi(t) =6 [V, Ry =3 [Q], R, =2[Q], L =0,1 [H], L, =0,3 [H].
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+ I—l Rz
t=0
ve(t) % L va(t)

VW
R;

Problema 2.19. Determine como varian los modos naturales de la red de la
figura, en funcién de la razén de transformacion Nq : Nj.

I
o| TL e

R> L

+ Ry

ve(t) N;:N; | o
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Capitulo

RESPUESTA EN FRECUENCIA
DE REDES ELECTRICAS

3.1. Introduccion

La descripcién de la respuesta en frecuencia de las redes eléctricas es una herra-
mienta de utilidad en variadas aplicaciones.

En esencia, esta descripcidn tiene que ver con cémo varia la respuesta de la red
cuando se varia la frecuencia de una excitacién sinusoidal aplicada a esa red. El
ambito de aplicaciones incluye, por ejemplo, procesamiento de sefiales de audio y
video, fidelidad de transmisién de informacidn y selectividad (o filtraje).

La aplicabilidad de esta herramienta requiere de ciertas propiedades teéricamente
restrictivas de la red eléctrica bajo andlisis: linealidad, e invariancia en el tiempo.
Decimos tedricamente , porque pequeiias desviaciones de estas caracteristicas, no
invalidan la utilidad de la descripcién.

La descripcidn de la respuesta en frecuencia de una red eléctrica estd univoca-
mente ligada a dos elecciones: una, en qué parte de la red se inyecta una excitacién
sinusoidal (un tono puro), y la segunda, cudl es la sefial que se elige como respuesta.
Un cambio en cualquiera de estas dos elecciones genera un resultado distinto.

Supongamos pues que la tnica excitacién en una red es una sinusoide de frecuen-
cia angular wq. Entonces, la sefal elegida como respuesta contiene una sinusoide,
también de frecuencia w7, mas una combinacién lineal de los modos naturales de
la red. Si la red es estable, esos modos decaen asintdticamente a cero, en conse-
cuencia, como nos interesa unicamente el estado estacionario, sélo observaremos la
respuesta estacionaria. Note ademds que, en este marco de anilisis, las condiciones
iniciales de la red no afectan el resultado, ya que sélo aparecen en la respuesta
dando mayor o menor magnitud a los modos naturales.

Para calcular la respuesta en frecuencia, imaginemos una fuente de tensién (o
de corriente) de valor A cos(wit+ «), y una respuesta (tensién o corriente) de
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valor B cos(wit+ ). Entonces, la respuesta en frecuencia de esta red, a frecuencia
w = w1, puede ser caracterizada por el niimero complejo

B .
Hjw) = <e#-e

En otras palabras, la magnitud de la respuesta en frecuencia describe la relacién
(amplificacién o atenuacién) entre la amplitud de la sinusoide de excitacién y la
de aquella de la respuesta. Por su parte, el angulo, describe el desfase entre ambas
sinusoides.

Para poder seguir los desarrollos presentados en este capitulo, es necesario que
el estduiante esté familiarizado con ciertos conocimientos sobre el andlisis de redes
eléctricas. Este conjunto de conocimientos previos incluyen los métodos generales
de andlisis y el tratamiento fasorial de las redes lineales, estables e invariantes en el
tiempo, en presencia de excitaciones sinuosidales. Adicionalmente se supone que el
estudiante tiene concimiento y habilidad en el cdlculo con nliimeros complejos.

En este texto de ejercicios, cuando sea necesario, se usara el siguiente par que
define la transformada fasorial

P{Ccos(wt+v)} = \2 Y = %(cos‘y + jsenovy)

P Del®} = V2D cos(wt + 8) = V2D cos(8) cos(wt) — V2D seno(8) seno(wt)

En estas definiciones, P{o} denota la transformada fasorial y P~'{c} se usa para
definir la transformada fasorial inversa. Naturalmente que para obtener la transfor-
mada fasorial inversa de un niimero complejo, se debe conocer la frecuencia angular
w. Sin embargo, en este texto, w serd una variable, en funcién de la cual describi-
remos el comportamiento de la red eléctrica en estudio.
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3.2. Respuesta en frecuencia de redes pasivas.
3.2.1. Respuesta en frecuencia de una red RC

Problema 3.1.

Considere la red RC de la figura, el propdsito en este problema es analizar
su respuesta en frecuencia, lo cual exige que la red esté operando en estado
estacionario, es decir, que la magnitud de los modos naturales del sistema se
haya hecho despreciable.

Ve (jw)
N I(jw)‘Ng\/\ R = 1000[Q)]
. C = 5[uF
Ve(jw) — ;
E(J'ug> F 1/jwC Velj) e(t) = 20v2cos(wt)[V]

3.1.1 Calcule los cocientes Ve (jw)/E(jw) vy VrR(jw)/E(jw) y construya sus gré-
ficos de magnitud y fase.

3.1.2 Determine, a partir de los gréficos, la ganancia (o pérdida) y el desfa-
se para las funciones de transferencia calculadas cuando w = 0,1; 1 y
10[rad/s].

Solucion

Se insiste en la ventaja, de expresar el resultado en términos literales, antes
de comenzar con la soluciéon numérica del problema . De esta manera, se evitan
errores de arrastre en los calculos numéricos que se deben efectuar y se mantiene
un orden en el desarrollo del ejercicio.

Recurriendo al conocimiento de analisis de redes eléctricas resulta sencillo
obtener las expresiones para las tensiones complejas Vr (jw) y Ve (jw). Utilizan-
do la idea de un divisor de tensiones en el plano complejo, se obtiene

Vr(jw) R jwRC

= = 3~1
E(jw) R+ WLC 1+ jwRC (3:1)

. 1
VCF]CU) _ ch1 _ ‘1 (3.2)
E(jw) R+ e 14+ jwRC
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de los desarrollos que siguen,
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de divisor de tension y
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a un numero complejo, en
tanto [Vr(jw)| representa la
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En estas ecuaciones, se han usado Ry 1/) w, que corresponden a las impedancias
del resistor y el condensador, respectivamente.
Por su parte, el cociente

P{transformada fasorial de la sinusoide de salida}

3.3
P{transformada fasorial de la sinusoide en la entrada} (3.3)

es un numero complejo, que depende de w, es decir, es una funciéon R — C,
conocida como funcién de transferencia.

A partir de los resultados anteriores, es posible senalar lo siguiente:

Es recomendable analizar el circuito para los extremos del rango de fre-
cuencias. Asi, a frecuencia 0, el condensador se comporta como circuito
abierto, dado que ]wl—c — 00. En consecuencia, la tensiéon presente en el
condensador corresponde a la tension de la fuente de excitacion y la resis-
tencia no presenta cafda de tension, debido a que i(t) = 0. Por otra parte,
cuando se trabaja a altas frecuencias(f — o) el condensador se comporta
como cortocircuito, ya que Ju%c — 0, por lo que la tensién presente en
el condensador tiende a 0 y, como resultado, Vg = E. Este andlisis debe
concordar con los resultados obtenidos en forma analitica. De no ser asi se

debe revisar ya sea el andlisis cualitativo o el trabajo algebraico respectivo.

El andlisis cualitativo efectuado para Vg(jw) es correcto, lo cual es ava-
lado por la expresién obtenida en (3.1). Lo mismo se puede concluir para
Vc(jw). Para verificar lo anterior, basta s6lo con llevar las expresiones
(3.1) y (3.2) a los limites respectivos (evaluarlas cuando f — 0y f — 00).

La red, con salida observada Vg (jw), se comporta como un discriminador
(atenuador, en este caso) de senales de bajas frecuencias, privilegiando
aquellas cuyo componente espectral estd mas desplazado a frecuencias al-
tas. Se puede hablar entonces de un comportamiento pasa-altos.

Por otro lado, la red con salida observada V¢ (jw) tiene un comportamiento
complementario al de Vg (jw), privilegiando aquellas componentes de bajas
frecuencias. Por ende su comportamiento puede ser catalogado como pasa-
bajos.

Se debe recalcar que la respuesta en frecuencia del sistema depende del
producto RC y no de sus valores individuales. Nétese que los denomina-
dores para las expresiones (3.1) y (3.2) son idénticos.

Otro aspecto importante que se debe resaltar al observar las expresiones
(3.1) v (3.2) es que son independientes de las condiciones iniciales del
sistema. Esta caracteristica se debe a que las condiciones iniciales sdlo
aparecen en la respuesta afectando las amplitudes de los modos naturales,
y éstos, bajo la suposiciéon de estabilidad, son de magnitud despreciable
en estado estacionario.
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Reemplazando los valores entregados inicialmente, en (3.1) y (3.2) , resulta

Ve(jw) 1,57
EGw)  1+j1,57

(3.4)

Vel(jw) 1
EGw)  1+j1,57 (3.5)

Las gréaficas de magnitud y angulo de la respuesta en frecuencia de las fun-
ciones de transferencia (3.4) y (3.5) se presentan en las figuras 3.2 y 3.1. Estos
diagramas fueron obtenidos mediante el uso de MATLAB.

Diagrama de Bode para la magnitud de Vry Vc
I T

Magnitud [dB]

—40 H H R S R R R | H H T S R | H H il
107 10 10° 10'
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.1: Diagrama de Bode de la magnitud de las funciones de transferencia
desde la tensién de entrada, a la tensién en el resistor (en rojo) y el
condensador (en azul).

100

Diagrama de Bode para la fase de Vry Vc
T T

Fase []

-100 : 1 ‘o 1
10” 10° 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.2: Diagrama de Bode de la fase de las funciones de transferencia des-
de la tensién de entrada, a la tensién en el resistor (en rojo) y el
condensador (en azul).
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Las figuras presentadas corresponden a Diagramas de Bode. Los Diagramas
de Bode constituyen una de las formas méas importantes de representacién gréfica
de la respuesta en frecuencia de un sistema lineal, pues permite observar el
comportamiento tanto de la magnitud (en dB) como del desfase (en grados o
radianes) en funcién de la frecuencia. La magnitud en dB de un cociente entre
magnitudes se calcula como 201og;4 (|Vout Gw)I/|IVin(Gw))).

Para responder a la segunda pregunta es suficiente observar en el diagrama
de Bode de magnitud la respuesta del sistema a las frecuencias sefialadas. Asi,
cuando w = 1/10 [rad/s], el cociente de (3.4) presenta una atenuacién de 16 [dB]
(o una ganancia de —16[dB]), lo que transformado a magnitud resulta en

Ve (jw)|

_10-16/20 )
o~ 0,158 (3.6)

En cuanto al desfase introducido a dicha frecuencia se puede apreciar desde la
figura 3.1 que su valor a w = 1/10 [rad/s] es de 81° aproximadamente.
De la misma manera, para w = 1[rad/s] el cociente (3.4) presenta un valor
aproximado de
Vr(jw)

L~ 107 149/20 £32° 2 0,842.£32° 3.7
E(jw) (8.7)

Por tltimo, para w = 10[rad/s] la expresién (3.4) toma el valor de

Vr(jw) ~0,018/20
— =~ 107 0018/20 /3 6° ~ 0,998./3,6° 3.8
E(jw) ) b ) ( )
Por otra parte, la respuesta en frecuencia de la expresién (3.5) se deduce a
partir de los diagramas 3.2 y 3.1, presentando los siguientes valores
Para w = 1/10[rad/s]:

M A~ 1070:108/20 4 _9° 0,988/ — 9° (3.9)
E(jw)

Para w = 1[rad/s]:

Ve(jw)
E(jw)

A~ 107544/20 4 _ 57 5° ~ 0,535/ — 57,5° (3.10)

Finalmente, para w = 10 [rad/s]:

M ~ 1072420/ — 86° ~ 0,063 — 86° (3.11)
E(jw)

Debe insistirse en la complementariedad de las expresiones (3.4) y (3.5), la
que queda a la vista, al apreciar tanto la representacién grafica de su respuesta
en frecuencia, como los resultados analiticos al reemplazar los valores dados en
el enunciado. También se observa que, al sumar dichas ecuaciones, miembro a
miembro, se obtiene que
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Ver(jw) + Ve (jw)
E(jw)

=1 (3.12)

La expresién (3.12) es consistente con la Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK).

Errores

Este problema puede ser un gran desafio para el estudiante que, habiendo
aprobado un curso bésico de redes eléctricas, no haya podido dominar correcta-
mente el concepto que soporta la idea de la transformada fasorial y su relacion
con los niimeros complejos. Asi, las falencias en este tema pueden ser diversas,
de las cuales se listan las mas frecuentes

Error 1 Suma de niimeros complejos en magnitud (la magnitud de la suma de
dos ntumeros complejos no corresponde a la suma de sus magnitudes, a
menos que ambos nimeros tengan el mismo dngulo).

Error 2 Errores de manipulacién de ecuaciones, por ejemplo, no se arrastra la
componente j de la parte imaginaria, incidiendo en que el resultado final
sea incorrecto.

Error 3 Mezclar variables temporales (v(t)) y complejas (V(jw)).

Error 4 Olvidar el factor v/2 al momento de llevar la expresién desde el plano
fasorial al plano temporal. Esto es consistente con el uso del valor RMS
como magnitud de la transformada fasorial.

Error 5 Mezclar grados con radianes, en la especificacién de dngulos.

Una variante de interés

Una variante interesante para el caso anterior es considerar una red RL y
analizar su respuesta en frecuencia. Un comportamiento como el descrito en el
ejercicio anterior no sélo es conseguido cuando se utilizan mallas resistivas y
capacitivas, sino que también se logra un resultado dual utilizando inductores
en lugar de condensadores.

El circuito presentado a continuacién permitird observar la respuesta en fre-
cuencia de una red RL

Vr(jw)
+ Gw) o R = 1000 ()]
O |wbwr Vi (jaw) L=051
E(jw) jwL e(t) = 20v2cos(wt) [V]
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Para obtener las transferencias entre la entrada y cada una de las componentes

de la red basta s6lo con realizar un tratamiento sencillo sobre las variables a

observar. De esta manera se puede analizar la respuesta en frecuencia de la red.
Luego de un sencillo tratamiento matematico se consigue:

Vr(jw) 1

Ejw)  T+jol/R (3.13)
Vijw)  jwL/R

EGw)  1+jwl/R (3.14)

Las expresiones (3.13) y (3.14) presentan un comportamiento complementa-
rio al analizado para las transferencias (3.1) y (3.2). En efecto, la salida observa-
da en el inductor posee un comportamiento pasa-altos, que es complementario
al comportamiento pasa-bajos observado en el condensador del ejercicio prin-
cipal. Lo mismo se puede concluir para la respuesta en frecuencia de la salida
observada en el resistor para la red RL: su comportamiento es pasa-bajos. La
contraparte a la transferencia anterior se encuentra en el ejemplo principal, en
donde la respuesta en frecuencia de la salida observada en el resistor posee un
comportamiento pasa-altos.

Lo expuesto anteriormente es simple de verificar si se efectia el andlisis para
los extremos del rango de frecuencias, tomando el caso de una senal continua
(frecuencia 0) y una oscilacién cuya frecuencia tiende a infinito.

El resultado numérico de las transferencias (3.13) y (3.14) para el ejemplo
descrito corresponde a

Vr(jw) 1
EGw) 1+ jw/2000 (3.15)
Viliw)  jw/2000 5.16)

EGw)  1+jw/2000

Las transferencias (3.15) y (3.16) pueden ser representadas graficamente me-
diante diagramas de Bode, los cuales son presentados en las figuras 3.3 y 3.4.

3.2.2. Respuesta en frecuencia de una red RLC

Problema 3.2.
Considere la red RLC de la figura a continuacién. El propésito de este ejercicio
serd analizar la respuesta en frecuencia de la salida, observada en la combinacién
LC en paralelo.
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Diagrama de Bode de magnitud de las transferencias en una red RL
o - ] - —————— - —

Magnitud [dB]

35 L L
10 10° 10*
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.3: Diagrama de Bode de la magnitud de las funciones de transferencia

desde la tensién de entrada, a la tension en el resistor (en rojo) y el
inductor (en azul).

Diagrama de Bode de fase de las transferencias en una red RL
T T

Fase []

-100 ‘3 ‘4 5
10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.4: Diagrama de Bode de la fase de las funciones de transferencia desde
la tensién de entrada, a la tensién en el resistor (en rojo) y el inductor

(en azul).
Ve (jw)
+ [jw) R = 1000 [Q]
> Vi) 1 Vel C=25[nF
. 1/jwC LS | Velwh
E(jw)

e(t) = 20v/2cos(wt) [V]
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3.2.1 Calcule Vc(jw)/E(jw) y VrR(jw)/E(jw) y construya sus graficas.

3.2.2 Determine a partir de los graficos la ganancia (o pérdida) y el desfase
para las funciones de transferencia calculadas cuando w = 10000, 20000 y
30000 [rad/s].

Solucion

Las relaciones pedidas pueden ser determinadas en forma literal mediante la
aplicacion directa del divisor de tensiones respectivo a cada una de las tensiones
observadas a la salida.

En efecto, el resultado obtenido para las expresiones solicitadas son

Vr(jw) R
: = jwL1/jwC
Efjo) R+ j]ct:UL+1/]jL:vC
. ] _ 2
VR(.]w) _ R(1—w LC). (3.17)
E(jw) R(1 — w?LC) +jwL
jwL - 1/jwC
Vel(jw) — jwL+1/jwC
: N jwL-1/jwC
E(jw) R4 Jontfes
Vr(jw) jwL
f— -1
E(jw) R(1 — w2LC) +jwL (3.18)

De las ecuaciones (3.17) y (3.18), se debe notar que:

= A similitud de lo efectuado en la seccién anterior, se analiza el compor-
tamiento de la red para los extremos del rango de frecuencias. Cuando la
tensién de salida es observada en R se aprecia que, para f — 0, la ten-
sién de salida es la misma tensién de entrada, ya que a dicha frecuencia
jwL — 0 y, por ende, toda la tensiéon de entrada es aplicada comple-
tamente a la resistencia. Cuando f — oo ocurre que 1/jwC — 0y, en
consecuencia, la tensién en el resistor es nuevamente la tensién de entrada
ya que la malla LC se comporta como cortocircuito a dicha frecuencia.
Por consiguiente, es natural pensar que si la tensién observada en R en los
extremos del rango de frecuencia es la misma, entonces debe existir una
frecuencia a la cual cual la tensién observada en el resistor es minima (o
maxima).

= Por otra parte, si ahora se analiza la tensién de salida observada en C se
aprecia el caso complementario al anterior: la tensiéon de salida es 0 en
los extremos del rango de frecuencia. Por consiguiente, debe existir una
frecuencia a la que la tensién de salida observada en C es maxima.
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= El andlisis cualitativo efectuado para Vg (jw) es correcto, lo cual es avalado
por la expresién obtenida en (3.17). Lo mismo se puede concluir para
Ve (jw). Para verificar lo anterior, basta s6lo con llevar las expresiones
(3.17) y (3.18) alos limites respectivos (evaluarlas cuando f — 0y f — o0).

= La red, con salida observada Vgx(jw), se comporta como un discrimina-
dor (atenuador) de un rango intermedio de frecuencias. Se puede hablar
entonces de un comportamiento elimina-banda.

= Por otro lado, la red con salida observada V¢ (jw) tiene un comportamiento
complementario al de Vg (jw), privilegiando aquellas sefiales cuyo intervalo
de frecuencia es discriminado por Vg(jw). Por ende su comportamiento
puede ser catalogado como pasa-banda.

= El punto critico de esta red corresponde al momento en que la expresion
1 — w?LC se hace cero. Por lo tanto, la frecuencia critica f. puede ser
calculada como:

1
fo=—+— 3.19
2y LC ( )

= La expresién (3.19) depende tnicamente de los valores que adopten las
componentes L y C; por lo tanto el valor de la resistencia no tiene influencia
alguna sobre la frecuencia central del circuito.

= La frecuencia expresada en (3.19) corresponde al valor de la oscilacién de
entrada en [Hz] tal que la magnitud de Vgx(jw) es minima y también a la
cual V¢ (jw) alcanza su méximo.

Tomando los valores de las componentes entregadas al inicio del ejercicio y
reemplazdndolos en (3.17) y (3.18), resulta

Vr(jw) 1000(1 —2,5-1077 w?) (3.20)
Ejw)  1000(1—2,5-10"%w?) +j10 3w ’
. -] _3

EGw)  1000(1 —2,5-10"w?2) +j103w

Analizando la respuesta en frecuencia tanto en magnitud como en fase de
las ecuaciones (3.20) y (3.21) se obtienen los diagramas de Bode entregados en
las figuras 3.5 y 3.6.

Se debe hacer notar que, para el caso de la tensién observada en R, la mag-
nitud de la tensién presente en la salida es casi idéntica para todo el espectro
de frecuencias, salvo para una banda estrecha de frecuencias.

Si se observan la figuras 3.5 y 3.6 se tiene que la magnitud de la senal de
salida permanece idéntica en amplitud y fase salvo para frecuencias cercanas
a 20000[rad/s], en donde se produce una caida abrupta de la magnitud y un
cambio brusco de fase.
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Diagrama de Bode para la magnitud de Vry Vc

A

Magnitud [dB]

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.5: Diagrama de Bode para la magnitud de las senales Vg (jw) (en rojo)
y Ve(jw) (en azul) con respecto a la sefial de entrada en una red
RLC.

Diagrama de Bode para la fase de Vry Vc
100

—Vr

50 - b

Fase []
o

—50F 4

-100
10

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.6: Diagrama de Bode para la fase de las senales Vgx(jw) (en rojo) y
Vc(jw) (en azul) con respecto a la sefial de entrada en una red
RLC.

La frecuencia angular antes citada corresponde puede ser calculada a partir
de la expresién (3.19), lo cual entrega

1
We = ———
¢ V25107

Nétese ademés que la frecuencia de 20000[rad/s] corresponde a la frecuencia
a la cual se consigue méaxima salida a través del condensador, ya que debe
cumplirse la expresién (3.12) en todo momento, por lo que si la magnitud de la
tensién presente en R es nula, entonces se cumplird que la magnitud de la senal
observada en C serd la magnitud de la tensién de entrada.

Para calcular los valores de magnitud y fase para los tres casos solicitados,
basta con observar los respectivos diagramas de Bode para obtener dichos valo-
res.

= 20000[rad/s] (3.22)
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Para w = 10*[rad/s] se tiene

Vr(j10%)
— 2~ 1/0° 2
G107 0 (3.23)
Ve(j10?) —37,43/20
= =1073743/20 £89° ~ 0,013./89° 24
E(j10%) 013 (3.24)
Para w =2 - 10*[rad/s] los resultados obtenidos son
Vr(j2-10%)
— =~ (0/270° 2
EG2.107) 0/270 (3.25)
Ve(j2-10%)
— e~ =1/0° 2
E(j2-10%) 0 (3.26)
Finalmente, cuando w = 3 - 10*[rad/s] los resultados obtenidos son
Vkr(j3-10%)
— " ~1/1° 2
E(j3-10%) (3.27)
Ve(j3-10%) ~32,35/2
S —1073235/20 £89° ~ 0,024./89° 3.28
E(§3-10%) ’ ( )

A partir de los resultados anteriores es posible apreciar la selectividad del
circuito RLC propuesto. Mientras que la salida observada en R permanece inva-
riante salvo para un rango selecto de frecuencias que suprime, la salida observa-
da en C posee la caracteristica complementaria: a la frecuencia central presenta
maxima amplitud en la tensién presente en la salida.

Errores

El ejercicio antes desarrollado puede dar lugar a una gran cantidad de erro-
res tanto de formulacién como conceptuales. Algunos de ellos son listados a
continuacion.

Error 1 Errores en la formulacién del modelo (cdlculos de impedancias equi-
valentes, formulacién del divisor de tensiones, entre otros).

Error 2 Intercambiar el comportamiento en frecuencia de un inductor por el de
un condensador y viceversa. Esto no debe dar a confusién si se recuerda que
a frecuencia 0 el inductor se comporta como cortocircuito y el condensador
como circuito abierto.

Error 3 Formulacién incorrecta para la expresién para convertir la magnitud
en [dB] a su valor real.

Error 4 Mezclar frecuencias angulares [rad/s] con frecuencias temporales [Hz].

Error 5 Mezclar variables temporales (t) con variables angulares (jw).

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado

La descripcion entregada es
valida sélo cuando el circuito
se encuentra operando en
estado estacionario.

Recordar que w = 27tf [rad/s].
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Una variante de interés

Una variante del problema anterior que posee un comportamiento bastante
interesante es el circuito RLC serie. Para el andlisis a efectuar se tomara como
referencia el siguiente circuito:

Ve (jw)
— W\ /O
n IGw) o jwl R = 1000[Q]
Vr(jw) —1 . C = 0,03[uF]
E(].‘g) ' 1/jwC Ve(o) L = 500[mH]
e(t) = 20v2cos(27ft)[V]

Para comparar los resultados obtenidos se determinaran las transferencias de
entrada a salida en las mismas componentes de la red.

Ahora el andlisis algebraico se simplifica, pues al ser un circuito RLC serie
sélo se necesita de un divisor de tensiones simple para obtener el resultado
deseado. Asi pues, las transferencias resultantes son:

Veljw) 1/jwC

Ejw) R+jwL+1/jwC (3.29)
VEC()(ZS) - wZLé +jwRC (3.30)
\/Eigﬁ) - R+ijR+ 1/jwC (3.31)
VEC()U:;) - wljiugijwlzc (3.32)

Si se observan las ecuaciones (3.30) y (3.32) se puede apreciar que poseen
un comportamiento andlogo a (3.18). En efecto, la frecuencia central de la red
corresponde a aquella que hace que el factor 1 — w?LC sea 0. En consecuencia,
se obtiene

1

Weserie = 77— 3.33
e (3.33)

La expresion (3.33) es idéntica a (3.19). Estas expresiones son caracteristicas
de las redes RLC como las presentadas en los problemas tratados en esta seccién.
Noétese que no es posible generalizar dicho valor, pues existen configuraciones
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de éstas componentes que entregan un valor diferente. Es més, puede que dicho
valor ni siquiera exista dada la topologia.

Ahora bien, a dicha frecuencia se tiene que la transferencias (3.30) y (3.32)
corresponden a

Ve(jwe serie) _ ;] L

= — .34

E(]wc serie) R C (3 s )
VR(jwcse‘rie)

J@cserie) _ 4 3.35

E(jwe serie) ( )

A partir de la expresién (3.35) es posible deducir que la transferencia (3.32)
siempre valdra 1 para la frecuencia central, no importando los valores de las
componentes utilizadas para conformar la red.

Por otra parte, al evaluar numéricamente (3.34) se obtiene

VCFch serie) _ —4,08] (336)

E (] Wes erie)

El resultado obtenido en (3.36) refleja una caracteristica especial de esta red:

es capaz de entregar una tensiéon mayor a la suministrada por la excitaciéon de

entrada, la cual debe ser medida en alguna de las componentes dindmicas de la
red.

Lo anterior es avalado por los diagramas de Bode de las expresiones (3.30) y

(3.32) desarrollados mediante MATLAB, lo cual resulta en las figuras 3.7 y 3.8.

Diagrama de Bode de magnitud de las transferencias en una red RLC serie
20 T T T . . —

—
Ve

10 : —\r

Magnitud [dB]

-50 L "
10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.7: Diagrama de Bode para la magnitud de las sefiales Vg (jw) (en rojo)
y Ve(jw) (en azul) con respecto a la senal de entrada en una red
RLC serie.
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Diagrama de Bode de fase de las transferencias en una red RLC serie
100 T T —— : : e

-_— Ve

— V1

Fase [°]

200 i i i i | " i
10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.8: Diagrama de Bode para la fase de las seniales Vr(jw) (en rojo) y
Ve (jw) (en azul) con respecto a la sefial de entrada en una red RLC
serie.

A partir del diagrama 3.7 se observa que la méxima magnitud de salida se
presenta a una frecuencia cercana a 8 - 103 [rad/s]. En efecto, reemplazando los
valores numéricos para las componentes dadas en (3.33) se obtiene

1
Weserie =
T V0,03-10°6-0,5

— 8164,97 [rad/s] (3.37)

Por otra parte, la transferencia (3.30) tiene un comportamiento en magnitud
bastante especial que es posible deducir a partir de la figura 3.7: es capaz de
amplificar la senal de entrada para un rango especifico de frecuencias (cercano a
We serie). Lo anterior ocurre debido a que la red RLC serie entra en resonancia
con la senal de entrada cuando la frecuencia de ésta es cercana a la frecuencia
central de la red. La resonancia de una red estd intimamente ligada con los
modos naturales del sistema, cuyo analisis requiere el uso de la Transformada
de Laplace para su descripcion.

3.3. Respuesta en frecuencia de redes activas.

3.3.1. Respuesta en frecuencia de una red RC implemen-
tada con AO

Problema 3.3.
Considere la red de la figura

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado
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R
WA
]

. al R =1000[Q]
Vi(jw) ) Va(jw) C =5[uF]

3.3.1 Determine la transferencia V;(jw)/Vi(jw) y construya los diagramas de
Bode de magnitud y fase.

3.3.2 Analice el caso anterior considerando que se conecta a la salida del AO
una resistencia de 1000 [Q)].

Solucién

La transferencia V2 (jw)/V;(jw) se puede deducir tomando en consideracién
que el AO ideal posee caracteristicas bien especificas, a saber:
= La ganancia diferencial tiende a infinito.

= La tensién diferencial es cero.
» La corriente de entrada al AO es cero.

Tomando en cuenta los aspectos antes mencionados es posible determinar
sin mayores complicaciones la transferencia solicitada.
Aplicando el teorema de Millman al nodo B se obtiene

Vi(jw)(R//1/jwC) + Vo (jw)R
R+R//1/jwC =0 (3:38)

Donde R //1/jwC denota la impedancia equivalente paralelo entre Ry 1/jwC.

La tensién obtenida en (3.38) es 0 debido a que la tensién presente en el nodo
A del circuito corresponde a la referencia y, de acuerdo a lo expresado anterior-
mente, dicha referencia aparece igualmente en el nodo B de la red.

La impedancia equivalente en paralelo resulta ser:

R

R//1/jwC = —~
//1/jw 1+jwRC

(3.39)

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado

Recuerde realizar los cdlculos
en forma algebraica y luego
evaluar los resultados.
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Si se emplea la expresién (3.39) y se reemplaza en (3.38) se obtiene

Vi (jw) +Va(jw)R =0 (3.40)

L
1+jwRC

Finalmente, la transferencia resultante V,(jw)/Vi(jw) resulta ser

Va(jw) 1
ViGw)  1+jwRC (3.41)

Observando la expresién (3.41) es posible determinar lo siguiente:

Haciendo la salvedad del signo presente en la transferencia calculada, debe
notarse la similitud de la transferencia expresada en (3.2) y la obtenida en
este ejemplo, lo cual permite concluir que ambas redes son completamente
equivalentes desde su punto de vista de respuesta en frecuencia.

El signo menos presente en la salida del AO indica simplemente una in-
versién de fase de 7t [rad] (o 180°), lo cual se debe a la retroalimentacién
negativa dada por la configuracion de la red.

El resultado cuantitativo obtenido es coincidente con el anélisis cualitativo
que se puede desarrollar para esta topologia de red. Cuando w — 0, el
condensador se comporta como circuito abierto y, por ende, el AO queda
configurado como amplificador inversor de ganancia —1. Por otra parte,
cuando w — oo, la impedancia presentada por el condensador tiende a
0 (cortocircuito), por ende V;(jw) queda conectado al nodo B del AO vy,
en consecuencia, la tensién presente a la salida corresponde a la referencia
dada para el ejemplo (es decir, 0 [V]).

Evaluando numéricamente la expresién (3.41) es posible llegar a lo siguiente

Va(jw) 1
= — .42
Vi(jw) 14+35-103w (342)

El resultado presentado puede ser representado graficamente mediante la

ayuda de MATLAB a través de los diagramas de Bode.

Las figuras 3.9 y 3.10 presentan la respuesta en frecuencia de la red descrita

para este ejemplo.

De los diagramas antes presentados se puede observar la similitud de (3.41)

en cuanto a su respuesta en frecuencia con respecto a la expresién (3.2). Sin em-
bargo, dicha equivalencia esta limitada solo al caso en que las redes se encuentran
descargadas, es decir, que no poseen una componente eléctrica conectada a la
salida, que demande corriente de la red bajo analisis.

Analizando el segundo problema, el conectar una carga resistiva a la salida
red RC pasiva, ya que al del amplificador no modifica en forma alguna la respuesta en frecuencia de la red,

pues una caracteristica importante de los amplificadores operacionales ideales

transferencia. (©2010 P. Valenzuela, M.Salgado
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Diagrama de Bode para la magnitud de la transferencia del AO
0 ;i 7 T —————— T ————

Magnitud [dB]

-35 L L
10' 10° 10° ¢

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.9: Diagrama de Bode para la magnitud de la transferencia del ampli-
ficador operacional.

Diagrama de Bode para la fase de la transferencia del AO
180 . — T . — .

Fase []

90 i i i R | i i i i | i i i n
10 10 10 10
Frecuencia Angular [rad/s]

Figura 3.10: Diagrama de Bode para la fase de la transferencia del amplificador
operacional.

es que la tensién de salida es independiente de las componentes conectadas a su
salida. En otras palabras, la tensién de salida del AO es impuesta para el resto
del mundo independiente de qué es lo que se halle conectado a ella (resistores,
condensadores, inductores, otro AO, etc.). Esto se debe a la naturaleza ideal del
AO.

Errores

Los errores que se pueden cometer al desarrollar un ejercicio como el presen-
tado anteriormente son muy diversos. Los principales (y que deben destacarse)
son:

Error 1 Error en la formulacién del LVK.

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado

En la prdactica esta
insensibilidad a la carga estd
limitada a un rango finito de

valores para la corriente
demandada.
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Error 2 Reemplazar la impedancia del condensador erréneamente (usar jwC
en vez de 1/jwC).

Error 3 Errores en la formulacién del LCK en el AO. Debe tenerse presen-
te que existe un flujo de corriente no sélo por los terminales operativos
del componente, sino que también lo hay a través de los terminales de
polarizacién.

Error 4 Manipulacién incorrecta de unidades.

Error 5 Deduccién incorrecta del comportamiento cualitativo de la red.

Una variante de interés

La red anteriormente analizada puede ser tratada en forma maés realista si
se considera que el AO real se puede modelar mejor por un AO de ganancia
finita, al cual se agrega a su entrada una malla RC serie, tal como se ilustra en
la siguiente figura.

R
WWA

L(jw) 1/jwC
L(jw) R B R I3(jw)
1/ijwC, =
Vi (jw) Velw)| %23

Valores razonables de estas componentes suelen ser del orden de 1[MQ]
para el caso de la resistencia (R2) y 1[pF] en el caso de la capacitancia (C,). En
la nomenclatura técnica, estos valores suelen denominarse como resistencia de
entrada y capacitancia de entrada.

El anélisis para este caso se hard tomando en consideracion que la ganancia
diferencial del AO, K, es elevada, pero finita. Ademas, ya no se cumplird la igual-
dad de tensiones entre los terminales del AO como se apreciara a continuacién.

Considerando el caracter no ideal del AO, se tendrd que la tensién V(jw)
puede expresarse como

Ve(jw)

Vs (iw) = —K . —BUL)
Z(Jw) 14+ jwR,Cy

(3.43)
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Por otra parte, si se aplica LCK en el nodo B se obtiene

Lijw) + L2 (jw) =I3(jw) (3.44)
Vi(jw) —Ve(j 1 jwCs - VB(j
0= Yol 4 v, ) — Vi) (J'wC+ R) - "f;}.w;z%‘;) (3.45)

Tomando la expresién (3.43) y reemplazando Vg (jw) en el resultado expuesto
en (3.45), se obtiene que la transferencia V2 (jw)/ Vi (jw) resulta ser

Va(jw) K (3.46)
Vi(w) K*ZJrj(,UR((K*])C*Cz)*(UZRR2CC2 '

El resultado obtenido en (3.46) resulta una expresién mds compleja que la
obtenida en (3.41). En principio, se podria pensar que el resultado analitico
obtenido en (3.46) dista de lo obtenido para un AO ideal. No obstante, en el
caso de un AO ideal, el valor de K tiende a infinito. Si se toma el limite para
(3.46) cuando K — oo se tendra

. Va(jw) 1
1 = 4
Vi Gw) ~ T4 jwRC (347)

Lo cual concuerda con el resultado obtenido para el anélisis efectuado cuando
se considera un AQ ideal.

Considerando los mismos valores entregados para R y C en el problema
principal, y para el AO valores de R = 1[MQ], C; = 1[pFl y K = 10%, se
obtienen los diagramas de Bode de magnitud y fase de las figuras 3.11 y 3.12.

Diagrama de Bode de magnitud de la transferencia en un AO real
0 T T T T —

-100 -

-150 -

Magnitud [dB]

—-200 -

_250 I I I I I
2 4 6 8 10 12

10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.11: Diagrama de Bode de magnitud para la transferencia de un modelo
de AO maés realista.
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Diagrama de Bode de fase de la transferencia en un AO real
180 T T T

160 -

140 -

120

100 -

80 1

Fase [°]

60 - 1

401 : 4

20 . 4

0 L L L L L
10 10 10° 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.12: Diagrama de Bode de fase para la transferencia de un modelo de
AO mis realista.

3.3.2. Respuesta en frecuencia de una red RC complemen-
taria

Problema 3.4.

Dada la red de la figura, se buscaré establecer la transferencia V> (jw)/Vi(jw)
y su respuesta en frecuencia.

| Ve (jw)
0]—|| . 4 +
/jwe Vajw) B

3.4.1 Determine la transferencia V;(jw)/V;(jw) y construya los diagramas de
Bode de magnitud y fase.

3.4.2 ;Qué ocurrird si se conecta este circuito en cascada con el presentado en
la seccién 3.3.17. ;Y en caso de que se conectaran en paralelo, es decir
I3 ) )

que sus salidas se sumen?
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Solucion

La red de este problema exhibe un comportamiento complementario al de
la red del problema anterior. Ademads, posee una transferencia bastante especial
y en la cual se puede apreciar otra de las caracteristicas importantes de los
amplificadores operacionales.

Efectuando un anadlisis sobre los nodos A y B y utilizando las propiedad de
igualdad de tensiones en los nodos A y B (caracteristica inherente al amplificador
operacional) se tiene

R . R .
mvl (jw) = ﬁVZ(]w) (3-48)

Va(jw) 2jwRC
— 4
Vi(jw) 1+jwRC (349)

La expresion (3.49) es bastante especial en cuanto a su respuesta en frecuen-
cia: nétese que para w — oo la transferencia tiende a Vo(jw)/Vi(jw) = 2, es
decir, la red presenta una amplificacion de la senal de entrada, siempre y cuando
w adopte valores elevados. El criterio que permite determinar los valores de w
para los cuales se cumple esta relacion en forma aproximada son aquellos cuya
frecuencia angular wsea mayor a 1/RC. La deduccién de esta relaciéon quedard
explicita en un capitulo posterior.

Ademds, es posible destacar lo siguiente:

= La sub-malla RC presente a la entrada del amplificador operacional po-

see una respuesta en frecuencia que es independiente de las impedancias
conectadas a la salida del AO. Lo anterior se debe a que las corrientes pre-
sentes en los terminales de entrada del AO son despreciables. Por ende,
la corriente que circula en la malla de entrada sélo lo hace a través del
condensador y la resistencia, generdandose un divisor de tension.

= La retroalimentacion presente entre la salida y el nodo A es la que per-
mite ajustar la ganancia de la red. En términos estrictos, variando las
resistencias presentes en esta sub-malla es posible ajustar la ganancia del
circuito e influir sobre la respuesta en frecuencia del sistema. Esta retroali-
mentacién no estd limitada a ser sélo implementada mediante resistores,
sino que también pueden utilizarse componentes dindmicas (inductores y
condensadores).

= El comportamiento descrito estd limitado al caso de un AO ideal. Un
acercamiento mas realista del modelo considera una ganancia diferencial K
finita (aunque elevada), lo que conduce a una tensién diferencial diferente
a cero. Como se vi6 en la seccién anterior, este comportamiento dindmico
del AO adquiere relevancia para frecuencias elevadas. Ademas, la ganancia
diferencial de este dispositivo disminuye conforme aumenta la frecuencia
de trabajo.
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» Un andlisis cualitativo sobre esta red corrobora lo obtenido en (3.49):
cuando w — 0, el condensador se comporta como circuito abierto. En
consecuencia, no existird tensiéon aplicada al nodo B y, por consiguiente,
no habra tensién de salida, de acuerdo a la propiedad de tensién diferencial
nula de un AO ideal. Por otra parte, cuando w — oo, el condensador se
comporta como cortocircuito; por ende, la tensién aplicada al mismo nodo
corresponderd a la tensién de entrada y en la salida se tendra una tensién
igual al doble de ésta (debido al efecto amplificador del AO combinado
con la realimentacién resistiva al terminal negativo).

Si se reemplazan los valores entregados para las componentes utilizadas, se
tendrd que la transferencia (3.49) resulta ser
Va(jw) j10 %W

Vijw)  T+35-10 3w (3.50)

Cuya respuesta en frecuencia puede apreciarse en los diagramas de Bode de
magnitud y fase 3.13 y 3.14 respectivamente, en donde se corrobora el compor-
tamiento pasa-altos de la red analizada.

Diagrama de Bode la magnitud de la transferencia V2/V1
10 T T

Magnitud [dB]

_o5 i R S S SR A A i R S S S S i R S S S
10’ 10° 10° 10*

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.13: Diagrama de Bode para la magnitud de la transferencia de la red
pasa-altos.

Las figuras presentadas permiten constatar con mayor claridad la naturaleza
amplificadora de la red activa pasa-altos descrita, la cual posee un comporta-
miento andlogo al presentado en la expresién (3.1), con la salvedad de que en
este caso la maxima magnitud relativa que se consigue cuando w — oo es de 2,
que corresponde a 6 [dB] aproximadamente.

Cuando se emplean las redes analizadas en los problemas presentados en esta
seccién y en la seccién 3.3.1 para utilizarlas en forma combinada, se obtienen
resultados bastante peculiares

= Si se conectan las redes en serie (mds conocida como conexién en cascada),
se tendrd que la transferencia final corresponderd al producto de las trans-
ferencias, lo cual consituye otra de las caracteristicas especiales de estos
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Diagrama de Bode de la fase para la transferencia V2/V1
90 . —y . T , ,

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.14: Diagrama de Bode para la fase de la transferencia de la red pasa-
altos.

dispositivos. La transferencia final resulta del producto dado por (3.41) y
(3.49), la cual corresponde a La transferencia de dos o mds
redes con AO conectadas en

K k cascada corresponde al
Vz(]'w) _ .1 ) ZJC‘URC (3.51) Pproducto de las transferencias
Vi(jw) 14+jwRC 1+jwRC individuales.
Vi (jw) V2 (jw)
Red 1 Red 2

Figura 3.15: Conexién de 2 redes en cascada.

El diagrama de Bode de magnitud de (3.51) se presenta en la figura 3.16,
asumiendo R = 1000[Q] y C =5 [uF].

El comportamiento en frecuencia de la interconexién en cascada de un
filtro pasa-altos y un filtro pasa-bajos permite obtener la respuesta en
frecuencia de un filtro pasa-banda,no importando el orden de precendencia
de estas transferencias.

= La interconexién en paralelo de las redes antes descritas da como resultado
las figuras 3.18 y 3.19. Se aprecia que el comportamiento en frecuencia de
la interconexién en paralelo resulta un pasa-todo. Sin embargo, si bien la
magnitud se mantiene practicamente constante (salvo por la diferencia de
amplificacién existente entre la red pasa-altos y la red pasa-bajos) un des-
fase dependiente de la frecuencia. En consecuencia, al conectar en paralelo
un filtro pasa-altos y uno pasa-bajos, resulta una red desfasadora.
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Diagrama de Bode de magnitud para las transferencias conectadas en cascada
T T T

Magnitud [dB]

_45 i R A | i R A | i R A | i R R
10 10 10° 10° 10*
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.16: Diagrama de Bode para la magnitud de la interconexion de dos
transferencias en cascada.

La transferencia resultante de la conexién en paralelo es

Va(jw)  —1+4j2wRC
Vi(jw)  1+jwRC

(3.52)

Va2 (jw)

Red 1 )

Vi(jw) —

Red 2

Figura 3.17: Conexién de 2 redes en paralelo.

La cual concuerda con lo observado en los diagramas de Bode presentes
en 3.18 y 3.19.
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Diagrama de Bode de magnitud de las transferencias conectadas en paralelo
T T T

N oW Ao N
T

Magnitud [dB]

-3 i R R A | i R A | i R A | i HE R
10 10 10° 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.18: Diagrama de Bode para la magnitud de la interconexién de dos
transferencias en paralelo.

Diagrama de Bode de fase de las transferencias conectadas en paralelo
180 T T T

Fase []

0 i i R | i i P A | i i P | i L n
10 10 10° 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.19: Diagrama de Bode para la fase de la interconexién de dos transfe-
rencias en paralelo.

Errores

Existen variados errores que pueden presentarse al desarrollar un ejercicio
como el presentado anteriormente, de los cuales pueden destacarse:

Error 1 Formulacién incorrecta de las leyes de interconexién (LVK y LCK).
Error 2 Operatoria incorrecta con nimeros complejos.

Error 3 Tratamiento incorrecto del AO ideal. Se debe recordar que este dis-
positivo posee caracteristicas especiales que hacen que la transferencia
entre la salida y la entrada dependa sé6lo de las componentes externas que
conforman la red.

Error 4 Inversion del comportamiento en frecuencia de las componentes diné-
micas. Es decir, que se confunda la respuesta en frecuencia de un con-
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densador por la de un inductor y viceversa. Para evitar lo anterior se
recomienda recordar lo que sucede en los extremos del rango de frecuen-
cias, pues lo anterior permitird deducir qué comportamiento corresponde
a cada componente.

Una variante de interés

Una variante al problema analizado es considerar que el AO no es ideal y
que posee una ganancia elevada pero finita de valor K (tal como se analizé en
3.3.1). Consideraremos ahora que dicha ganancia depende de la frecuencia de
trabajo, presentando un comportamiento pasabajos dado por

. o Kmax
Kijw) = 5 iw/w. (3.53)

Por ende, la transferencia V> (jw)/Vi(jw) debe considerar el carcter no
ideal del AO. De esta manera, aplicando el principio de funcionamiento del AO
se tiene

V2 (jw) = K(jw) - (Ve(jw) — Va(jw)) (3.54)

Reemplazando los valores de Vg(jw) v Va(jw) conocidos en la expresién
(3.54) se tiene

Vz(jw)ZK(jw)'< JwRC v1(ij1vz(ij) (3.55)

T+jwRC 2

Lo que resulta en

Va(jw) — 2-K(jw)  jwRC
Vi(jw)  1+K(Gw) 1+jwRC

(3.56)

La expresion (3.56) es concordante con lo obtenido para (3.49) pues, cuando
K — o0, se tendra

i Vo(jw)  j2wRC

Es decir, la expresion (3.49) resulta de la idealizacién de (3.56).

Acorde a lo anaizado en la variante del problema 3.3.1, la ganancia del AO
puede presentar una respuesta en frecuencia de tipo pasa-bajos. Normalmen-
te, las caracteristicas de funcionamiento del AO se encuentran dentro de los
maérgenes ideales para un rango de frecuencias bastante amplio, aunque existe
igualmente una amplia variedad de anchos de banda para estos dispositivos,
siendo el tipico (para AQO’s tradicionales) de 1 [MHz].

Para la variante analizada se considerard una respuesta en frecuencia bas-
tante mas atenuada, tomando como ancho de banda una frecuencia inferior a
1[MHz] a fin de hacer mas ilustrativo el efecto de la variacién de la ganancia
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del AO sobre la respuesta en frecuencia obtenida para la red. Supongamos, en-
tonces, que el valor de w. es de 10 [Krad/s]. En consecuencia, la transferencia
(3.56) resulta (suponiendo K ax = 10%)

Va(jw) 2-10% i5-103w
Vijw) 14104 +j-10%w 1+35-10 3w

(3.58)

Al graficar los diagramas de Bode de magnitud y fase de (3.58) se obtienen
las figuras 3.20 y 3.21. En estas figuras se puede apreciar la importancia que
tiene el ancho de banda del AO real en el modelo final obtenido para una red
pasa-altos. Se aprecia claramente que la red selecciona un rango de frecuencias
especifico. En otras palabras, lo que debiese ser un comportamiento pasa-altos,
en realidad es un comportamiento pasa-banda.

Normalmente el rango de frecuencias de interés para la senal de entrada no
cubre todo el espectro de frecuencias, sino que se encuentra acotado a un rango
especifico, ya sea porque la senal no posee un espectro muy ancho o bien porque
el ancho de banda de interés no es infinito. Por ende, la aproximacién de un AO
ideal funciona correctamente dentro de un rango especifico que, para este caso,
esta acotado a 107 [rad/s].

Diagrama de Bode de magnitud para un filtro pasa-altos implementado con un AO real
10 T T

Magnitud [dB]

_35 L L L L L L
10 10° 10° 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.20: Diagrama de Bode para la magnitud de la transferencia de la red
pasa-altos implementada con un AO real.

3.3.3. Respuesta en frecuencia de una red de segundo or-

den implementada con AO

Problema 3.5.

Considere el circuito de la figura. El objeto de este apartado serd determinar las
caracteristicas mas importantes de esta red. Seguidamente se concluiran algunas
ideas de utilidad en capitulos posteriores.
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Diagrama de Bode de fase para un filtro pasa—-altos implementado con un AO real
100 — L A B o HA S s ol

Fase []
o

-100 L L L L L L L L
10 10 10 10* 10° 10° 10" 10° 10
Frecuencia angular [rad/s]

10

Figura 3.21: Diagrama de Bode para la fase de la transferencia de la red pasa-
altos implementada con un AO real.

1/jwC; R ) 110G

Ve(jw)

Vi (jw) R =1000[Q]
\% (Jw) = Vz(jw) Cy =7[uF
Cs =17 [uF]

3.5.1 Determine la transferencia entrada-salida de la red V2 (jw)/Vi(jw).
3.5.2 A partir de la transferencia obtenida concluya la naturaleza del filtro.

3.5.3 Tomando como referencia las respuestas anteriores, ;Qué es lo que hace
a este circuito tan especial?.

Solucion

Para el célculo de la transferencia solicitada es necesario utilizar las propieda-
des de un AO ideal. Considerando que la tension diferencial entre los terminales
de entrada del AO es cero, entonces se tiene que VA (jw) = 0. Esta resultado
sera clave para deducir la transferencia de esta red.

Por otra parte, la admitancia Yeq(jw) de las componentes conectadas entre
el nodo A y C es:
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tancia se calcula como Yeq(jw).
YGw) = 1/Z(i . 1 1+jwRC
(jw) = 1/Z(jw) Yeqljw) = ¢ +jwCy = — P2 (3.59)
R R
En consecuencia, la impedancia equivalente Zeq(jw) corresponde a
. R
Zeg(jw) = (3.60)

Yeq(Gw)  T+jwRC,

Utilizando el teorema de Millman para determinar Va(jw) en funcion de
Vi(w) y Va(jw) se tiene

e ) Valie) + Zeglie) Vi)
R+1/jwCqy + Zegq(jw)

( n
Valjw) = (3.61)

Pero, acorde a lo revisado anteriormente, Va (jw) = 0, por lo que se tendrd
1 . . 4
0= (R+jcuC1> Vo(jw) 4+ Zeq(jw) - Vi (jw) (3.62)

Desarrollando la expresidn (3.62) se obtiene

Va(jw) Zeg(jw)
Vi(jw) R+1/jwC;

(3.63)

Finalmente, a partir de (3.63) se obtiene la respuesta en frecuencia de la
red, la cual es:

Va(jw) _ jwRCy (3.64)
Vi(jw) 1— w2R2C1Cy +jwR(Cy + C3) '

A partir de la transferencia (3.64) es posible observar lo siguiente

= La naturaleza de la red queda expuesta al considerar tanto el andlisis cua-
litativo como la transferencia analiticamente obtenida. En ambos casos se
llegard a la misma conclusion: cuando w — 0, la tension observada en
V2 (jw) tenderd a 0, en tanto que para w — oo se observard una tension
nula en V2(jw). En consecuencia, debe existir un mdximo para la trans-
ferencia antes senalada en alguna frecuencia intermedia. Por lo tanto, el
filtro antes descrito posee un comportamiento pasa-banda.

= La mayor magnitud de la transferencia se obtiene cuando la parte real del
denominador se hace cero. Es decir

1

1—w?R?*CiC2 =0 ¢ = ——
we 1062 = w RVCICo

(3.65)
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» Al evaluar la expresion (3.64) para w = w, se obtiene

Va(jwe) Cy
jwe) _ 3.66
Vi(jwe) Ci+Cz (8.66)

El resultado expuesto en (3.66) puede hacer concluir, en forma precipitada,
que la magnitud de la transferencia para este tipo de red no depende de
los valores adoptados por los resistores. El resultado analitico obtenido es
resultado de la simplificacion impuesta en el circuito para los resistores
utilizados, los cuales son idénticos. Por lo tanto, el resultado obtenido no
es generalizable.

= La magnitud de la transferencia evaluada en la frecuencia central serd
menor a 1, pues C; < C2 + Cy.

= Una de las caracteristicas especiales de esta red corresponde a que es po-
sible obtener un comportamiento pasa-banda utilizando sdlo resistores vy
condensadores, lo cual permite suprimir el inductor de la red, tal como se
expresa en (3.18). Como se verd posteriormente, esta caracteristica permi-
te simplificar el diseno de filtros, debido a que eziste una mayor gama de
valores para condensadores que para inductores. Esto responde la wltima
pregunta de esta seccion.

Evaluando numéricamente la expresion (3.64) se obtiene la siguiente expre-

si0n

-v . . . 73
2(w) _ _ 7107w (3.67)
Vi(jw) 1—1,19-10%w? +j24 - 103w

Acorde a (3.65), la frecuencia en donde se obtiene la mdzima magnitud para

la transferencia (3.67) corresponde a

1
W, =
© 1000V/119-10-12

Si se evalia la expresion (3.67) para w = w,. resulta

~ 91,67 [rad/s] (3.68)

VZ ()wc) 7
— == 3.69
Vi(jwe) 24 ( )
noindent lo que, en [dB], corresponde a
Va(jwe )|
v = —10,702[dB] 3.70
Vilwolas (370)

Es decir, la magnitud de la ganancia de la transferencia (3.67) no superard

los —10,7 [dB] para todo el rango de frecuencias cubierto (desde w =0 a w —
00).
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Los andlisis efectuados anteriormente son respaldados por los diagramas de
Bode de la transferencia descrita, los cuales son presentados en las figuras 3.22
y 3.23.

De los diagramas de Bode presentados se puede apreciar la concordancia del
valor de la frecuencia central calculada en forma tedrica con el observado en

forma grdfica, asi como también el valor de la magnitud en dB conseguido a
dicha frecuencia.

Diagrama de Bode de magnitud para un AO de segundo orden
-10 T

Magnitud [dB]

—45 I I L
10° 10' 10° 10° 10*

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.22: Diagrama de Bode para la magnitud de la transferencia de una red
de segundo orden con AO.

Diagrama de Bode de fase de un AO de segundo orden
T T T

-100

= 150

Fase

-200

-250

-300 ! ! !
10 10 10° 10° 10*
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.23: Diagrama de Bode para la fase de la transferencia de una red de
segundo orden con AO.

Errores

Los errores que se pueden cometer al resolver un problema de esta indole
pueden ser diversos y tener origen en los fundamentos de redes eléctricas. A
continuacion se mencionan los principales.
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Error 1 Manipulacion incorrecta de numeros complejos tanto en su desarrollo
como en su operatoria.

Error 2 Aplicacion errénea del teorema de Millman.
Error 3 Formulacion incorrecta del LVK sobre la red.

Error 4 Inversion del comportamiento de las componentes dindmicas de la red
cuando se efectia un andlisis cualitativo de la respuesta en frecuencia.

Error 5 Aplicar incorrectamente los teoremas de reduccion de redes eléctricas
(redes equivalentes en serie y paralelo).

Una variante de interés

Supongamos ahora que la red anterior posee una resistencia en paralelo a la
submalla de entrada, tal como se presenta en la figura.

1/jwC R Vatiw) | PC?
H YWW ® - Ve (o)
\f\f\/\f\ VB(]“’) N
Vi(jw) R = Vs (jw)

La respuesta en frecuencia de esta red puede calcularse considerando que la
transferencia V2 (jw)/ Vi (jw) corresponde a un amplificador operacional operan-
do como inversor, tal como se presenta en la figura 3.24, donde la ganancia estd
dada por la ecuacidn (3.71).

V. Ze(j
2(jw) F(?w) (3.71)
Vi(jw) Zi(jw)
En el caso de interés, las impedancias Zr(jw) y Z1(jw) resultan ser
Zr(jw) = R (3.72a)
PO = T 0RE, ‘
R(1T+jwRC
Z1(jw) = RLHIORE) (3.72b)

T+ 2jwRC,
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Zr(jw)

Ve (jw)

Vi(jw) - Vs (jw)

Figura 3.24: Amplificador inversor convencional implementado con AQO.

Por lo tanto, la relacion V2(jw)/Vi(w) resulta

Va(jw) 1+ 2jwRC;y (3.73)
Vi (](U) N (1 +ijC1)(1 +ijC2) '

La transferencia (3.73) presenta una magnitud de 1 cuando w — 0 y tiende a
0 cuando w — o0o. Por lo tanto, el comportamiento de esta red es, aparentemente
de tipo pasa-bajos y mo pasa-banda como en el caso analizado en el problema
principal.

El mismo resultado deducido con la transferencia (3.73) puede obtenerse
efectuando un andlisis cualitativo de la respuesta en frecuencia de la red. Cuando
w — 0, los condensadores actian como circuito abierto; en consecuencia, la
ganancia presentada es —1, pues solo se encuentran conectadas las resistencias
de retroalimentacion y la conectada entre Vi(jw) y el nodo A. Por otra parte,
cuando w — o0, los condensadores actian como cortocircuito; por lo tanto,
V,(jw) — 0, pues dicha tension tiende a ser la misma a la que se presenta en
el nodo A, la cual es 0 debido a la igualdad de tensiones entre los nodos A y B.

Analizando en términos numéricos la expresion (3.73), esta relacion resulta
en la relacion (3.74) tomando como valores de las componentes las mismas que
las descritas para el problema principal.

Va(jw) 1+j14-103w (3.74)
ViGw)  (1457-103w)(1+j25-103w) ’

La respuesta en frecuencia antes descrita es presentada en los diagramas
de Bode de magnitud y fase presentes en las figuras 3.25 y 3.26. En éstas se
comprueba el cardcter pasa-bajos de la red.

Las figuras presentadas permiten concluir que la determinacion de la respues-
ta en frecuencia para una red dada no dan pie para deducir el comportamiento
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Diagrama de Bode de magnitud
0 T |

-10-

Magnitud [dB]

-40 L L I
10° 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.25: Diagrama de Bode para la magnitud de la transferencia de una
variante del filtro pasa-banda.

Diagrama de Bode de fase
0 T )

-90 L i ;
10° 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.26: Diagrama de Bode para la fase de la transferencia de una variante
del filtro pasa-banda.

de una variante de ésta, pues su comportamiento es completamente diferente, a
pesar de que la modificacion sea solo adicionar una simple resistencia a la red.

Ademds, puede destacarse que la respuesta en frecuencia obtenida no difiere
mayormente con respecto a la respuesta en frecuencia de la red analizada en la
seccion 3.3.1. Por ende, resultard en un mejor diseno la implementacion de un
filtro pasa-bajos como el presentado en dicha seccion y no el precedente, debido
a la mayor cantidad de componentes requeridos.

3.3.4. Respuesta en frecuencia de una red complementaria
de segundo orden mediante AO

Problema 3.6.

Considere el circuito de la figura. El propdsito de esta seccion serd analizar la
respuesta en frecuencia de la red e inferir algunas caracteristicas relevantes para
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este tipo de circuitos.

R=1[KQ]
Cy =0,T[uH
Cz2 =25[uF]

3.6.1 Determine la transferencia entrada-salida de la red V2 (jw)/Vi(jw).

3.6.2 A partir de la transferencia obtenida concluya la naturaleza del filtro.

Solucion

El tratamiento analitico es similar a los procedimientos efectuados en los ejer-
cicios anteriores. Teniendo en consideracién que las tensiones Va (jw) y Ve (jw)
son idénticas, entonces se obtiene:

. jwRC; .
V =— 7V 3.75
500) = 1 sore; V10@) (3.75)
Ademas, aplicando el teorema de Millman sobre el nodo B resulta la siguiente
expresion
R Va(j) + Zeg(jw) - Vi (je)
R+Zeg(jw)

Donde Z¢q(jw) = R/(14+jwRC3). El desarrollo de la expresién (3.76) origina

Ve (jw)

(3.76)

. (1 +jwRC)V; (jw) + Vi (jw)
Vi (jw) = 3 1 wRC; (3.77)

Finalmente, reemplazando la expresién (3.77) en (3.75) se obtiene la trans-
ferencia del sistema.

Va(jw) o 1 +w2RZC1C2+ijC1 (3 78)
Vi (]w) T —w2R2C1C2+ij(C1 + C3) '
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La transferencia (3.78) puede ser analizada en forma numérica asignando
valores a las componentes de la red. Si se usan los valores dados, es decir,
R =1[KQ], C; =0,1[uF] y C; = 25[uF], entonces se obtienen los diagramas de
Bode presentes en las figuras 3.27 y 3.28, siendo la transferencia del sistema la
presentada en (3.79)

Vajw) — 142,5-10°w? +j10*w (3.79)
Vi(jw)  1—2,5-106w?2+j25,1-103w '

Diagrama de Bode de magnitud
T T T

Magnitud [dB]

10 10 10 10° 10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.27: Diagrama de Bode para la magnitud de la transferencia en un AO
de segundo orden elimina-banda.

Diagrama de Bode de fase
-180 T T T

-200 - N

-220 - N

—240| 4

-260 | R [ : ; R AT

280 Lo B Lol : o

Fase []

—-300 Ll . Ll h . 4

-320 - : 4

-340 1 4

_360 1 1 1 1

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.28: Diagrama de Bode para la fase de la transferencia de una red con
AO elimina-banda.

Si bien el andlisis cuantitativo de la expresién (3.78) posee una mayor com-
plejidad que para los casos anteriormente vistos, sigue resultando sencillo efec-
tuar un andlisis cualitativo de la respuesta en frecuencia de la red. Asi, cuando
w — 0, se aprecia que los condensadores tienden a comportarse como circuitos
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abiertos y, por ende, la red presentada resulta ser un simple inversor de ga-
nancia —1. Cuando w — oo los condensadores actiian como cortocircuito; en
consecuencia, la red entrega a la salida (presente en V,(jw)) la misma tensién
presente a la entrada (identificada como Vj(jw)). Por ende, resulta natural pen-
sar que debe existir un rango de frecuencias para los cuales la red presente una
atenuacion, concluyendo asi que ésta exhibe, probablemente, un comportamien-
to elimina-banda. Lo anterior es corroborado al observar los diagramas de Bode
de la transferencia del sistema.

Errores

Error 1 Deduccién incorrecta de la respuesta en frecuencia de la red en for-
ma cualitativa. Es relevante que este analisis sea efectuado correctamente,
pues permite corroborar los resultados analiticamente obtenidos y descu-
brir errores algebraicos.

Error 2 Deducir numéricamente la respuesta en frecuencia de la red. Se sugiere
que los cédlculos algebraicos que deban realizarse sean efectuados utilizando
expresiones literales y no numéricas, pues introducen una mayor probabi-
lidad de error.

Error 3 Manipulacién incorrecta de ntimeros complejos.
Error 4 Reduccién incorrecta de redes equivalentes.

Error 5 Planteamiento errado de LVK o LCK (o ambos).

Una variante de interés

Supongamos que se ha implementado la red presentada en el problema prin-
cipal, pero se ha cometido un error de conexién tal como el que se presenta en
la figura.

Ve (jw)

Va(jw)
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En esta variante se apreciard el impacto, en la respuesta en frecuencia, que
tiene el intercambio de dos componentes de la red. La relacién Vs (jw)/ Vi (jw)
serd determinada mediante el método de nodos. Las ecuaciones relevantes para
el analisis son

0= (Valjw) — Vi () (; +iwcz> (Vi) V(i) (3800
0= (Vi(0) — Valjew)) 3. ~ Valiw)jaC: (3.80D)
Va(jw) = Ve(jw) (3.80c)

El conjunto de ecuaciones (3.80a) a (3.80c) permiten obtener la transferencia
V2 (w)/Vi(jw) despejando las variables auxiliares Va (jw) y Vg (jw) en funcién
de V2(jw) v Vi(jw). Si se toma la ecuacion (3.80b) y se despeja Va (jw) resulta

Ly (jw) (3.81)

Valjw) = 1—|—]TC1 1

Ahora bien, utilizando la relacién (3.80c) y reemplazando el valor de Vg (jw)
en (3.80a) se tendra la transferencia V2 (jw)/Vi(jw), la cual es

Va(jw) _ 1+jwR(C2 —Cy)
Vi(jw) — (14jwRCy)(1 +jwRC3) (3.82)

La expresion (3.82) presenta una respuesta en frecuencia bastante distante
del comportamiento elimina-banda que se pretende imponer a la red. Es mas,
el tipo de respuesta en frecuencia que presenta corresponde a la de un filtro
pasa-bajos. Lo anterior puede ser comprobado evaluando dicha transferencia
para las frecuencias extremas. Cuando w — 0, la expresién (3.82) tiende a 1, en
tanto que cuando w — oo el resultado obtenido tiende a 0. El mismo resultado
puede ser deducido si se aplica un analisis cualitativo a la red: cuando w — 0, los
condensadores se comportan como circuito abierto y, por ende, la tensién V (jw)
es forzada a Vj(jw) debido a que no existen corrientes circulando a través del
circuito y, en consecuencia, V;(jw) queda al mismo potencial del nodo B, el
cual estd a una tensién igual a Vi(jw). Cuando w — oo, los condensadores
actian como cortocircuito y hacen que la tensién Vg (jw) tienda a 0, logrando
que V2 (jw) también tienda a 0.

Si se toman como valores para los componentes los mismos adoptados para
el problema principal (lo cual es razonable, pensando que esta variante resulta
de un error en la implementacién de la red elimina-banda analizada), la relacién
(3.82) resulta

Va(jw) 1+4j24,9-10°3 583
Vi(jw)  (T+j104w)(1 +j25-103w) (3.83)

Analizando el resultado expuesto en (3.83) mediante diagramas de Bode, se

obtienen los diagramas expuestos en 3.29 y 3.30.
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Diagrama de Bode de magnitud

Magnitud [dB]

=30

_45 A ] N A ] P i il P i il A
10 10 10° 10* 10° 10°

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.29: Diagrama de Bode para la magnitud para una red elimina-banda
mal implementada.

Diagrama de Bode de fase
0 i T i

Fase [°]

—90 L il R A | A A | A A | Fi—
10 10 10° 10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 3.30: Diagrama de Bode para la fase para una red elimina-banda mal
implementada.

3.4. Ejercicios suplementarios

Problema 3.7. Suponga que se desea obtener una respuesta en frecuencia
HO w) =Vo(w)/Ve(j w), que cumple con

9.10°

M@= G759 08

(3.84)

3.7.1 Proponga una red lineal que cumpla con esta caracteristica, usando sélo
resistores y condensadores.

3.7.2 Proponga una red lineal que cumpla con esta caracteristica usando ade-
mé&s amplificadores operacionales.

Problema 3.8. Dada la red de la figura, determine
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3.8.1 La relacién Vo (jw)/Vi(jw) y VrRGw)/Vi(jw).
3.8.2 ;Cdémo se relacionan las dos transferencias antes calculadas?.

3.8.3 ;Qué diferencia presenta esta red con la propuesta en 3.2.17.

Vr(jw)
W
+ R
() Vi(jw) 1/jwC == R % Vs (jw)
E(jw)

Problema 3.9. Considere la siguiente red, en donde C; = 5 [uF], C2 = 10 [uF],
R =1[KQ].

R 1/jwCy
ww—|
. |

() Vi(jw) Vjwt==R 2 (o)

E(jw)

3.9.1 Determine cualitativamente la respuesta en frecuencia de la red.
3.9.2 Determine la relacion Vo (jw)/Vi(jw).

3.9.3 Dibuje el diagrama de Bode de magnitud y fase.

Problema 3.10. Considere la red presentada en la siguiente figura.

WWA WWA
R R
() Vi(jw) jwL 1/jwC=—— |V2(jw)
E(jw)

Considere que R = 1[KQ], C = 3[uF], L = 100 [mH]. En base a estos datos,
determine

3.10.1 La respuesta en frecuencia de la red en forma cualitativa. ;Qué tipo de
comportamiento presenta?.

3.10.2 La transferencia V,(jw)/Vi(jw).
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3.10.3 Si las componentes dindmicas de la red se intercambian (es decir C se
conecta en la posicién de L y viceversa), determine la nueva respuesta en
frecuencia de la red V2 (jw)/Vi(jw). {Cémo se relaciona esta respuesta en
frecuencia con la calculada en el punto anterior?.

Problema 3.11. Considere la red presentada en la siguiente figura.

R1 R2
MW VWA

V- —_ - |V
10 w) C, C, 2 w)

3.11.1 Determine la respuesta en frecuencia de la red en forma cualitativa.
Qué tipo de comportamiento presenta?.

3.11.2 Usando las mismas cuatro componentes, proponga una red (no trivial)
que tenga una caracteristica complementaria a la anterior.

Problema 3.12. Considere la red presentada en la siguiente figura.

o

Vihw Vo) w)

3.12.1 Determine la relacién V,(j w)/Vi(j w) y determine la naturaleza de la
respuesta en frecuencia.

3.12.2 Repita el analisis anterior si se remueve el condensador.

Problema 3.13. Un pulso de alto 5 [V] y ancho T [s] se transmite por una linea
no ideal cuya respuesta en frecuencia H(j w) estd dada por

1
HOw) = Hw+1
Al final de la linea un dispositivo debe decidir si la senal recibida corresponde a
un pulso enviado, o es sélo ruido. Para ello, su algoritmo esta programado para
reconocer que se trata de un pulso si el voltaje recibido supera 3 [V] en algin
instante.
Determine que relacién deben satisfacer T y T para evitar un falso negativo,
es decir, decidir que se trata de ruido, cuando efectivamente se recibié un pulso,
deformado por la limitada respuesta en frecuencia de la linea.

(3.85)
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Problema 3.14. Para la red de la figura se sabe que v¢(t) = V. cos(wt) y que
R =20 [KQ] y C =15 [uF].

C
Mo
Ny "y 1 0
R R olt)
ve(t) i (1) iy (t) ’

3.14.1 Determine las condiciones que debe cumplir « para que v, (t) alcance es-
tado estacionario y sea también una pura sinusoide de la misma frecuencia
que la de v¢(t).

3.14.2 Suponiendo que « satisface las condiciones calculadas precedentemente,
calcule amplitud y fase de v, (t) en estado estacionario.
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Capitulo

FILTROS ANALOGICOS

4.1. Introduccion

En el capitulo precedente se desarrollaron problemas sobre la respuesta en fre-
cuencia de redes lineales, estables e invariantes en el tiempo. Tal como se dijo en la
introduccién de ese capitulo, una de las aplicaciones medulares de la capacidad de
las redes de discriminar segtn frecuencia es el filtraje. De hecho, el tema de filtros,
que se ejemplificard en este capitulo pudo incorporarse en el capitulo anterior; sin
embargo, dada su importancia, se prefirié tratarlo en un capitulo independiente.

Como el titulo indica, nos centraremos en aquellos filtros que se construyen
con redes eléctricas (pasivas y activas), por lo que son sistemas de tiempo conti-
nuo y de magnitudes continuas. A estos filtros se denomina filtros analdgicos, en
contraposicion a los filtros digitales, los que se caracterizan por ser implementa-
dos en programas almacenados y ejecutados, usualmente, en procesadores digitales
dedicados.

Uno de los aspectos de mayor importancia en el disefio de filtros guarda relacién
con la teoria de aproximacién. El objetivo de esa teoria es lograr filtros que se
puedan realizar fisicamente, y que sean los mds cercanos posibles (de acuerdo a
cierto criterio de optimizacién) a la caracteristica de un filtro ideal. Ese filtro ideal,
en el caso pasa-banda, tiene las caracteristicas que se muestran en la figura 4.1.

Se ha demostrado que estas caracteristicas son imposibles de implementar fi-
sicamente, porque un sistema lineal con esa respuesta en frecuencia deberia tener
un comportamiento no causal. Ello significa que el sistema responderia antes que
la excitacién sea aplicada. Entonces aparece la teoria de aproximacién, en la que se
busca una funcién de transferencia de un filtro lineal causal e invariante en el tiem-
po, cuya respuesta en frecuencia sea parecida a la de la Figura 4.1. Hay distintos
criterios para medir la distancia entre un filtro realizable y la caracteristica del filtro
ideal mostrada. Esos distintos criterios dan origen a distintas realizaciones, tales co-
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H(jw)| ZH(jw)

Figura 4.1: Caracteristicas ideales de magnitud y fase de un filtro pasa banda

mo Butterworth, Chebyshev y otros. Estas aproximaciones se desarrollan para filtros
pasa-bajos y se pueden extender a filtros pasa-altos, pasa-bandas y elimina-bandas
a través de escalamientos y transformaciones en frecuencia.

Para obtener el maximo provecho de los problemas de este capitulo, el estudiante
debe tener un buen manejo de los conceptos y las herramientas relacionados con la
respuesta en frecuencia de redes eléctricas.
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4.2. Diseno de filtros pasivos.
4.2.1. Diseno de filtros pasivos de primer orden
Problema 4.1.

Dada lared RC de la figura, se procedera a disenar los valores de las componentes
de forma tal de obtener el filtro deseado.

WW
+ R;
<> Vijw) 1/jwC == Rz% V,(Gw)
E(jw)

4.1.1 Describa cualitativamente el comportamiento de la red y determine la
transferencia Vo (jw)/Vi(jw).

4.1.2 En base a las deducciones efectuadas en la pregunta anterior, disene la red
para que la frecuencia de corte se encuentre en 10 [KHz], con una ganancia
a frecuencia 0 de —6 [dB].

Solucion

La descripcién cualitativa de la respuesta en frecuencia de la red permitird
tener un primer acercamiento al problema. Cuando w — 0, el condensador
presentara un comportamiento analogo al de un circuito abierto; en consecuencia
toda la corriente fluye a través de la resistencia Ry, por lo que es posible efectuar
un divisor de tensiones resistivo, el cual resulta en

VO(JO) _ RZ
Vi(j0) Ry +Rz

(4.1)

Por otra parte, cuando w — oo, el condensador presenta un comportamiento
de cortocircuito; por lo tanto, el valor de V,(jw)|w 00 tiende a 0. En base a
los anélisis efectuados es posible concluir que la red de la figura (con salida
observada en V,(jw)) es un filtro pasa-bajos.

Ahora que se conoce el comportamiento de la red, se procede a determinar
la expresién analitica para la transferencia V,(jw)/Vi(jw), la cual puede ser
obtenida en forma directa al efectuar el divisor de tensiones correspondiente en
la red bajo analisis. De esta manera se llega a

. (wC)//Ry
Voljw) = Ri 4+ (wC)~1//Ry

Vi(jw) (4.2)
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Dado que hay una iunica
componente dindmica, solo
puede haber una frecuencia de
corte.

Esta conclusion descansa en la
simplicidad de la red, ya que la
respuesta en frecuencia es
mondtona.
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En donde
1 Ry

—  //Ry=— = 4.
ij// 27 T+jwR,C (4.3)

Reemplazando la expresion (4.3) en (4.2) se obtiene la transferencia en es-
tudio (Vo (jw)/Vi(jw)), la cual queda expresada como:

Vo(jw) _ RZ
Vi(jw) R1 4+ Rz +jwR1R,C

(4.4)

El resultado expresado en la ecuacién (4.4) coincide con lo expresado en
forma cualitativa para la respuesta en frecuencia de la red entregada: cuando
w — 0, la transferencia (4.4) tiende a lo expresado en (4.1), en tanto que el
cociente tiende a 0 en la medida que w — oo.

Antes de pasar al proceso de disenio de las componentes de la red, es necesario
enfatizar algunas ideas:

= Con el propésito de hacer mas sencillo el proceso de disenio del filtro, se

debe expresar la transferencia (4.4) de la forma

Vo(jw) h_ KO
Vifjw)  T4jw/we

(4.5)

En donde Ky corresponde a la ganancia a frecuencia O de la transferencia
vy w, es la frecuencia de corte deseada.

= El resultado expresado en (4.5) puede ser utilizado como base para esbozar
el diagrama de Bode asintético para la respuesta en frecuencia de la red.

= Las componentes a utilizar en el diseno de la red deben poseer wvalores
Jutciosos, es decir, las resistencias a emplear no pueden ser muy pequenas
(del orden de las decenas de Q o inferiores) ni tampoco muy elevadas (del
orden de los MQ). A su vez, los valores para los condensadores utilizados
no pueden ser muy elevados. Valores no mas alla de las centenas de puF
resultan factibles de encontrar en el mercado.

La razén que hay detras de estas limitantes se encuentra en la realiza-
bilidad del filtro: si bien es posible encontrar en el mercado resistencias
con valores muy pequenos, su implementacién en un filtro resulta infac-
tible desde el punto de vista energético, pues resistencias muy pequenas
implican grandes corrientes y, en consecuencia, grandes potencias a disi-
par. Por otra parte, valores muy elevados de resistencias hacen que la red
sea muy susceptible a interferencia electromagnética, ya que valores muy
pequenos de corrientes (que pueden ser el producto de inducciones elec-
tromagnéticas en los cables) generan caidas de tensién no despreciables
en los resistores. También es necesario destacar que las tolerancias de las
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componentes reales empleadas influyen sobre la respuesta en frecuencia de
la red, siendo maés critica su variaciéon para valores extremos.

En el caso de los condensadores, su limitante se encuentra en la factibilidad
de hallar en el mercado componentes de valores elevados; si bien es posible
encontrar condensadores del orden de los mF, su valor y tamafio fisico son
muy elevados.

En base a las consideraciones entregadas anteriormente, se procedera a efec-
tuar el diseno solicitado. Se comenzara analizando la ganancia a frecuencia O.
Para ello, es necesario que se recuerde la definicién de dB:

IT(Gw)las = 20log ([T(jw)) (4.6)

En donde T(jw) corresponde a la transferencia V,(jw)/Vi(jw) en nuestro
caso.
Por otra parte, al expresar la transferencia (4.4) acorde a (4.5) se obtiene

vo(jw) _ RZ 1 (4 7)
Vi(jw) B R; + Ry 14+ jwRiR2C/(Ry + R2) ’
Una ganancia de —6 [dB] a frecuencia 0 implica que:
. . Vo (j0)
6= 20108 (Vo §0)/ V301 = {205 | <0 48
g (IVo(j j ViG0) (4.8)

Empleando el resultado expuesto en (4.8) en la transferencia (4.1) (que co-
rresponde a la misma condicién expresada para Ko en (4.7)) resulta

R
=05 4.9
RiaR, O (4.9)
Lo que se traduce en
Ry
— =1 4.10
R, (4.10)

Por lo tanto, eligiendo R; = R; se cumple la condicién de ganancia de —6 [dB]
a frecuencia 0.

Utilizando el resultado expuesto en (4.10), es posible obtener la condicién
para la frecuencia de corte. Observando la expresién (4.7) se aprecia que el valor

de w. corresponde a
2

wC:R]T

Aplicando a la expresién (4.11) el requerimiento de diseno dado en el enun-
ciado resulta en

(4.11)

RiC =

T (4.12)
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equivalente a una atenuacion
de 6[dB], es decir, equivale a

una ganancia de magnitud
igual a 0,5.
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Asi, se elige en forma arbitraria Ry = R, = 1[KQ]. Por lo tanto, el valor de
C resulta ser :

~10%7R,
En consecuencia, la transferencia (4.4) resulta ser
: 3
Vo) _ 10 (4.14)
Vijw)  2-10% +j0,0318w
Utilizando el software MATLAB se esbozan los diagramas de Bode de mag-

nitud y fase para la transferencia (4.14), los cuales se presentan en las figuras
4.2y 4.3.

C ~ 31,8 [nF] (4.13)

Diagrama de Bode de magnitud para el filtro pasivo pasa-bajos
-5 T T

Magnitud [dB]
5
T

-35 L L
10° 10* 10° 10°

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.2: Diagrama de Bode de magnitud para un filtro pasivo pasa-bajos RC.

Diagrama de Bode de fase para el filtro pasivo pasa-bajos
0 T T

Fase []

—90 i R S S S R i R S S S S i N SR N
10° 10* 10° 10°

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.3: Diagrama de Bode de fase para un filtro pasivo pasa-bajos RC.

En el diagrama presentado en la figura 4.2 se aprecia que los valores de
diseno adoptados cumplen con los requerimientos solicitados en el enunciado
del problema, presentandose una ganancia de —6 [dB] a frecuencia 0 y una caida
de 3[dB] a f. = 10 [KHz].
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Errores

El problema presentado en esta seccidn requiere del estudiante una sélida
base en algebra de nimeros complejos y anélisis en frecuencia de redes eléctricas.
En consecuencia, los errores mas frecuentes a la hora de resolver un problema
de este tipo son

Error 1 Errores algebraicos en el tratamiento de expresiones con niimeros com-
plejos.

Error 2 Deduccién incorrecta del andlisis cualitativo para la respuesta en fre-
cuencia de la red.

Error 3 Errores en la conversién de dB a magnitud y viceversa.

Error 4 Eleccion inadecuada de valores para las componentes utilizadas en la
red.

Una variante de interés

Supongamos ahora que la respuesta en frecuencia deseada V,(jw)/Vi(jw)
corresponde a la apreciada en la red RL de la figura. La respuesta en frecuencia
observada en la componente dinamica de esta red serd el complemento de la
respuesta obtenida en el problema principal. Supongamos que los requerimientos
de diseno son los mismos que los solicitados para la red RC.

A
+ Ri
O |vbe) j6lg ® = o
E(jw)

El analisis cualitativo de la red indica que presenta un comportamiento pasa-
altos (cuando la salida es observada en Ry). Lo anterior se verifica analizando el
comportamiento de la red para los extremos del rango de frecuencias. Cuando
w — 0, el inductor se comporta como un cortocircuito, por lo que V,(j0) = 0.
Por otro lado, cuando w — oo, el inductor es andlogo a un circuito abierto, por
lo que la tensién V, (jw)|w— oo tiende a

R2_y (joo) (4.15)

Vo(joo) = m i

Al calcular la transferencia V, (jw)/V;i(jw) se obtiene

Vol(jw) JwLR;
Vi(jw)  RyRz +jwL(Ry +R32)

(4.16)
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Resulta til recordar que una
caida de 3 [dB] corresponde a
una ganancia de 1/v/2. A su
vez, una caida de 20 [dB]
corresponde a una ganancia
igual a 1/10.
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Ahora bien, la transferencia (4.16) puede ser escrita en la forma canénica
para un filtro pasa-altos:

Vo (jw) —K jw/we
Vi(jw) T +jw/we

(4.17)

Donde K, corresponde a la ganancia cuando w — co y w, es la frecuencia
de corte de la red. Efectuando operaciones algebraicas sobre la expresion (4.16)
se obtiene

Vo(jw) _ R> ij(R1 +R2)/R1Rz (4 18)
Vi(jw) Ry +Ry 1 +ij(R1 +R2)/R1R2 '
El requerimiento de ganancia K, = —6[dB] lleva a la misma relacién obte-

nida en (4.10) para el caso de la red RC.
Por otra parte, la frecuencia de corte se puede expresar en funcién de las
componentes de la red como
RiR;

We = IR+ Ry (4.19)

Utilizando el resultado expuesto en (4.10) y reemplazando a Ry en (4.19) se

obtiene
R

(.UCZZ

(4.20)

Ahora bien, dado que el requerimiento de disenio es que la frecuencia de corte
sea de f, = 10 [KHz], entonces la expresién (4.20) se traduce en

R>

Asumiendo Ry = Ry = 2[KQ], el valor de la inductancia que permite obtener
la respuesta en frecuencia deseada es

T Anf,

~ 15,9 [mH] (4.22)

El resultado del disenio puede corroborarse al esbozar el diagrama de Bode
de la transferencia (4.16) para los componentes calculados por diseno. Los dia-
gramas de Bode presentados en las figuras 4.4 y 4.5 demuestran que la elecciéon
de las componentes ha sido la correcta.
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Diagrama de Bode de magnitud para el filtro pasivo pasa-altos

-5 T T

Magnitud [dB]

-45 ! !
10° 10* 10° 10°

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.4: Diagrama de Bode de la magnitud del filtro pasivo pasa-altos dise-
nado.

Diagrama de Bode de fase para el filtro pasivo pasa-altos
90 — T T ————T T

10° 10* 10° 10°

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.5: Diagrama de Bode de la fase del filtro pasivo pasa-altos disenado.

4.2.2. Diseno de filtros pasivos de segundo orden

Problema 4.2.
Considere la red RLC serie de la figura. Las componentes se elegiran de manera
de cumplir con los requisitos de diseno planteados en el problema.

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



138 FILTROS ANALOGICOS

1/jwC ==
R» % VO(](U)

N

),
<
CET

E(jw)

4.2.1 Determine la transferencia V,(jw)/Vi(jw) y verifique que se trata de un
filtro elimina-banda.

4.2.2 Disene la red de forma que la frecuencia central de la respuesta en fre-
cuencia se encuentre en 50 [KHz], con un ancho de banda de 10 [KHz] y
una ganancia de —20 [dB] fuera de la banda de supresién.

Solucion

Siempre resulta conveniente efectuar un primer acercamiento al andlisis de
la red tomando como referencia los extremos del rango de frecuencias (al que
se ha denominado como anédlisis cualitativo): cuando w — 0, el condensador se
comporta como circuito abierto; en consecuencia, la tensién presente en V, (jO)
es:

Vo(j0) = Vi(j0) (4.23)

R>
Ry + Rz

Por otro lado, cuando w — oo, el inductor se comporta como circuito abier-
to, por lo que nuevamente la tensién presente en Vi, (jw)|w—oo tiende al valor
expresado en (4.23) evaluado para w — oo. De acuerdo a lo anterior, es razo-
nable suponer que existe un rango de frecuencias para los cuales la red presenta
una atenuacién de la senal de entrada mucho mayor a la apreciada en el divi-
sor de tensiones definido anteriormente, ya que el sistema es de segundo orden
y no presentard caracteristica pasa-todos; por lo tanto, el comportamiento de
la red (con salida observada en V,(jw)) obedece a un filtro elimina-banda con
atenuacion de la senal fuera de la banda de supresién.

El resultado analitco de la transferencia Vo (jw)/Vi(jw) puede ser obtenido
a partir de un divisor de tensiones segun:

Vo (ja) (’“’” J) //R2

Lad Y (4.24)
Vi
Gl p 4 ()wL + ]> //R>
En donde
RZ (1 — CUZLC)
(JwL +3 ) /IRy — w?LC +jwR,C (425)
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Al sustituir (4.25) en la expresién (4.24), permite obtener la transferencia
Vo (jw)/Vi(jw) dada por:

Vo(jw) Rz (1 — w?LC) (4.26)
Vi(jw)  (Ry +R2)(1 — w?LC) +jwRR,C '

El resultado expresado en (4.26) corresponde a la transferencia de un filtro
elimina-banda, tal como se predijo en forma cualitativa con el andlisis inicial.

Respecto a dicho resultado, es posible efectuar algunas afirmaciones

= Tal como se traté en el capitulo anterior (seccién 3.2.2), la frecuencia cen-
tral de la respuesta en frecuencia de la red (y a la cual ocurre la supresién
de la sefial de entrada) est4 determinada por el factor 1 — w?LC. Al igua-
lar esta expresion a 0, se obtiene la frecuencia de maxima atenuacién, y
corresponde a:

1
Wo = —— 4.27
° VIC “2n)
s La expresién (4.26) puede ser re-escrita como
vo (](U) Wo 2 — wZ
— =K 4.28
Vi(jw) OF 0oZ— w2 +jwByw (4.28)

Donde Kgg corresponde a la ganancia fuera de la banda de atenuacion,
Bw es el ancho de banda de supresién y w, corresponde a la frecuencia
de supresion total.

El re-ordenamiento dado en (4.28) permitird diseniar de forma mé&s expe-
dita la red e implementarla mediante componentes reales.

= En el caso de filtros pasivos, el valor de Kog (y similares) siempre corres-
ponde a una atenuacion, ya que no existe forma de entregar mayor energia
de la suministrada por la entrada mediante este tipo de redes.

Al re-escribir la expresién (4.26) segin lo presentado en (4.28), se obtiene

Vo(jw) Ry 1/LC — w?
Vi(jw) Ry 4+ Ry 1/LC — w2 +jwRR2/[(Ry + R2)L]

(4.29)

Se observa que la frecuencia de maxima atenuacién ocurre a w, = 1/VLC,
concordante con lo expresado en el resultado obtenido en (4.27). Por otra par-
te,comparando las expresiones (4.28) y (4.29), se aprecia que el ancho de banda
corresponde a

R1R;
= 4.30
W R R (430
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En tanto que la ganancia Kgp resulta ser
Ry +Ry

De acuerdo a los requerimientos de diseno, la ganancia fuera de la banda de
supresion debe ser de —20 [dB], lo cual implica que

Kos (4.31)

R2 1
—_— = — 4.32
Ry + R, 10 ( )
Por lo que el cociente R, /R; corresponde a
Ry 1
22 4.
R, 9 (4.33)

Seleccionando R; = 9[KQ], se obtiene que R, = 1[KQ], lo cual permite
cumplir el requerimiento de ganancia solicitado.

Por otra parte, el ancho de banda de supresién debe ser de 10 [KHz], por lo
que la expresién (4.30) se traduce en

R1R2

4 _
107 = 27(Ry + Ry)L

(4.34)

Empleando los valores de disefio escogidos para Ry y Rz en el resultado (4.34)
se obtiene

9.10%
10" = 4.
2L (4.35)
Por lo que el valor de la inductancia que satisface dicha condicién resulta ser
9.10%
= 9mi0r 14,32 [mH] (4.36)

Finalmente, el cumplimiento de la frecuencia central a 50 [KHz] se da me-
diante la igualdad expresada en (4.27), obteniéndose de esta manera el valor de
C que permite satisfacer este requerimiento, el cual es calculado segiin

1
C=—-—=~0,708[nF 4.37
Gop <0708 InF) (4.37)

Al utilizar las componentes obtenidas por diseno y computar los diagramas
de Bode respectivos, se aprecia que el resultado final coincide en forma precisa
con los requerimientos dados en el enunciado del problema. Las figuras 4.6 y 4.7
dan cuenta de los Diagramas de Bode obtenidos para el ejercicio resuelto.

Errores

El tratamiento algebraico en este ejercicio es un poco mayor al efectuado en
la seccién anterior; sin embargo no debiese presentar mayores complicaciones si
los topicos de andlisis fasorial y operatoria con niimeros complejos son domina-
dos con soltura por el estudiante. A continuacién se enumeran los errores méas
frecuentes.
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Diagrama de Bode de magnitud para un filtro elimina—banda
0 T ————— T —————— !

sof , Y
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Figura 4.6: Diagrama de Bode de magnitud del filtro pasivo elimina-banda di-
sefiado.

Diagrama de Bode de fase para un filtro elimina—banda
100 T T

~100 i I S S S A i I S S S S A i R S S S
4 5 6 7

10 10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.7: Diagrama de Bode de fase del filtro pasivo elimina-banda disefiado.

Error 1 Errores en la manipulacion algebraica de las expresiones resultantes
del analisis fasorial.

Error 2 Deduccién incorrecta de la transferencia analitica Vo (jw)/Vi(jw).

Error 3 Disenar el filtro en base a la transferencia dada en (4.26) y no con res-
pecto a (4.28). Si bien este desarrollo es correcto, suele ser frecuentemente
mas complicado que el propuesto en la tltima expresion.

Error 4 Dimensionamiento incorrecto de las componentes de la red. Esto puede
llevar a escalamientos en las frecuencias de corte, desplazando la respuesta
en frecuencia hacia un rango indeseado de trabajo.

Una variante de interés
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Una variante al problema principal y que tiene un tratamiento bastante
similar, es considerar que la red RLC se encuentra dispuesta como se presenta
en la figura adjunta. Se considerard que los requerimientos de disenio son los
mismos que los enunciados en el problema principal.

1/|]|wC jwl R
| /00N WWA

N
<> Vi(jw) R 2 Voljow)

Un andlisis cualitativo de la red precedente permite concluir que la transfe-
rencia Vo (jw)/Vi(jw) presenta un comportamiento descrito como un filtro pasa-
banda: cuando w — 0, el condensador se comporta como un circuito abierto, lo
cual lleva a que V,(j0) = 0. En el extremo opuesto, cuando w — oo, la corriente
esta condicionada por el inductor, el cual se comporta como circuito abierto a
frecuencias elevadas, por lo que nuevamente la tensién V, (joo) tiende a 0.

La transferencia V,(jw)/Vi(jw) se puede obtener efectuando un simple di-
visor de tensiones sobre la red, lo cual lleva a:

Vo(jw) _ R>
Vi(jw) Ri + Rz +jwl+1/jwC

(4.38)

El resultado precedente permite obtener finalmente la expresion indicada en
(4.39).

Vol(jw) _ jwR,C
Vijw)  T—w?LC+jw(Ry +Rz)C

(4.39)

Al igual que en los filtros analizados hasta el momento, existe una represen-
tacién candnica para un filtro pasa-banda que permite disenar con facilidad los
parametros de la red. Dicha representacion es:

jwBw
o 2 (,U2 + )wBW

= Kgc - (4.40)

En donde w, corresponde a la frecuencia central de la banda de paso, By
es el ancho de banda y Kgc es la ganancia presente a la frecuencia central.

Aplicando la forma canoénica de representaciéon de un filtro pasa-banda a la
expresién (4.39) se tiene:

Voljw) Ry jw(Ry +R2)/L
Vi(jw) Ry +Ry1/LC — w? +jw(Ry +Ry)/L

(4.41)

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



4.2. Diseno de filtros pasivos. 143

Por lo tanto, el ancho de banda de la red analizada corresponde a

R; +R
By = % (4.42)

En tanto que la frecuencia central w, es idéntica a la expresién presentada
en (4.27) y la ganancia a la frecuencia central Kgc es equivalente al resultado
expuesto para Kog en (4.31).

Con las relaciones expuestas previamente, es posible disenar el filtro pasivo
pasa-banda con una ganancia de —20[dB] a la frecuencia central cumpliendo
la relacién (4.33). Para dicho fin se elige Ry = 500 [Q], lo cual implica que
R; =4,5[KQ].

Tomando en consideracién las resistencias escogidas, se procede a dimensio-
nar L de tal manera de cumplir con un ancho de banda de 10 [KHz]. Para ello
se hace uso de la ecuacién (4.42), lo cual lleva a:

Ry +R 103
_RiER 5100 o 58 fmH) (4.43)

L
BW 27 - 104

Finalmente, el valor de C que hace posible que la frecuencia central se en-
cuentre en 50 [KHz] estd dado por la expresion (4.27), de la cual se obtiene:

1 1

C= %o~ (105707 79,58 103

~ 0,127 [nF] (4.44)

Las figuras presentadas en 4.8 y 4.9 ilustran los diagramas de Bode de mag-
nitud y fase del filtro pasivo pasa-banda disenado, en las cuales se aprecia que
los requerimientos del filtro son cumplidos con bastante precisién con los valores
de las componentes obtenidas en la resolucién del problema.

Diagrama de Bode de magnitud para un filtro pasivo pasa-banda
-15 - ey - ——— - —

Magnitud [dB]

1
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.8: Diagrama de Bode de magnitud del filtro pasivo pasa-banda disenia-
do.
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Diagrama de Bode de fase para un filtro pasivo pasa—-banda
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T
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Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.9: Diagrama de Bode de fase del filtro pasivo pasa-banda disefiado.

4.3. Diseno de filtros activos.
4.3.1. Diseno de filtros activos de primer orden
Problema 4.3.

Considere la red presentada en la figura, cuya funcién de transferencia ha sido
determinada en la seccién 3.3.1 para el caso en que R; = R.

V . +
Vi(jw) AOe) - V2 (jw)

4.3.1 Deduzca la nueva transferencia V,(jw)/Vi(jw).

4.3.2 Disertie el filtro para una frecuencia de corte de 30 [KHz], con una ganancia
a frecuencia 0 de 12 [dB].
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Solucion

El analisis cualitativo de la red permite concluir que la respuesta en fre-
cuencia corresponde a un filtro pasa-bajos: cuando w — 0, el condensador se
comporta como circuito abierto, por lo que la red es un simple amplificador
inversor con ganancia

R>

Ko =—=2
0 R,

(4.45)

Por el otro lado, cuando w — o0, el condensador se comporta como corto-
circuito y, en consecuencia, la tensién presente en V,(jw)|w—00 tiende a 0.

El célculo de la transferencia V> (jw)/V;i(jw) puede determinarse a partir
del célculo tipico para un amplificador inversor:

Viljo)  Zeljw)
ViGw) ~ Zijw) (4.46)

En donde Z;(jw) = Ry y Z(jw) = Rz//(jwC)~'. Reemplazando estas ex-
presiones en la ecuacién (4.46) se obtiene

Vo(jw) R>
Vijw)  Ry(1+jwR,C) (4.47)

El resultado expuesto en (4.47) concuerda con lo analizado cualitativamente
para la respuesta en frecuencia de la red. Es importante que siempre se haga una
comparacion entre lo obtenido analiticamente y lo concluido en forma cualitativa
para el comportamiento de la red en el dominio de la frecuencia. Una diferencia
entre estos resultados permite concluir que existe un error en alguna de las
descripciones efectuadas.

En base a la transferencia (4.47) es posible acotar lo siguiente:

= La ganancia para esta red puede ser tanto una atenuacién como una am-

plificacion. Para ello basta elegir R, < Ry para obtener una atenuacion; o
R, > Ry para una amplificacién. Esta tltima caracteristica sélo esta pre-
sente en filtros activos, pues permiten entregar mayor energia a la salida
de la que les es suministrada en la senal de entrada.

s Al reordenar la expresién (4.47) de forma que su estructura obedezca a
un filtro pasa-bajos canénico (tal como se indicé en la ecuacién (4.5)), se
obtiene

Va(jw) R> 1
= 4.48
Vi(jw) R1 1+jwR,C ( )
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= El resultado obtenido en (4.48) indica que la frecuencia de corte estd dada
por

We = —— (4.49)

La ecuacién (4.49) permite concluir que la frecuencia de corte para esta red
es independiente de Ry; en términos estrictos, Ry sélo modifica la ganancia
Ko del filtro.

Los resultados obtenidos no dependen del valor de la corriente de salida del
AO. Esta es una ventaja fundamental de los filtros activos.

Una vez obtenida la caracteristica del filtro, es posible determinar los valores
de las componentes a utilizar. El primer requisito de disenio establece que la
ganancia del filtro debe ser de 12 [dB]. Esta ganancia implica que la relacién

R2/R; debe ser igual a:
R
=2-10'%/20 ~ 4 (4.50)
Ry
En base a la relacién (4.50) esposible dimensionar las componentes resistivas
de la red. Eligiendo R; = 10 [KQ] se tiene que el valor de R, debe ser 40 [KQ)].
Ahora bien, la eleccién del condensador C debe realizarse teniendo en consi-
deracién la frecuencia de corte requerida, la cual es de 30 [KHz]. Utilizando este
valor en la ecuacién (4.49) y despejando C, resulta

1 1

szmfch T 2131044104

~ 132,6 [pF] (4.51)

Utilizando los resultados obtenidos para Ry, Ry y C, se tiene que la transfe-
rencia (4.47) resulta en

V2(j 4
2(w) (4.52)
Vi (jw) 143§53-10°w
Ewisten aplicaciones en las En base a las componentes seleccionadas, es posible esbozar el diagrama

cuales el comportamiento de la de Bode de la red, la cual es posible apreciar en las figuras 4.10 y 4.11. En
o fase ti@nel’WNa mayor ellos es posible apreciar que el diseno efectuado concuerda con los requisitos
incidencia en el disenio que la egpecificados en el problema. Se debe hacer notar que los disefios efectuados

magnitud, pues un retardo y)aqia o] momento hacen hincapié en la magnitud de la respuesta en frecuencia
temporal distinto a distintas
y no en su fase.

frecuencias puede originar una

distorsion en la senal.
Errores

El anélisis efectuado en esta seccion es bastante simple; sin embargo, al
igual que en problemas anteriores, el tratamiento algebraico y la operatoria
con numeros complejos representa un desafio para los estudiantes que poseen
una base débil en estos tépicos. A continuacién, se mencionan los errores mas
frecuentes a la hora de desarrollar un problema de estas caracteristicas.
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Diagrama de Bode de magnitud del filtro activo pasa—bajos disefiado
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Figura 4.10: Diagrama de Bode de magnitud del filtro activo pasa-bajos disena-
do.

Diagrama de Bode de fase del filtro activo pasa—bajos disefiado
180 - e - e -

90 I I

10 10°

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.11: Diagrama de Bode de fase del filtro activo pasa-bajos disenado.

Error 1 Deduccién incorrecta del comportamiento cualitativo de la respuesta
en frecuencia de la red. Esto puede llevar a conclusiones erradas sobre la
transferencia V2 (jw)/Vi(jw).

Error 2 Aplicacién incorrecta de las caracteristicas de un AO ideal. Se debe
tener en consideracién que un AO ideal presenta una tensién diferencial
nula cuando es retroalimentado negativamente.

Error 3 Errores algebraicos en la manipulacién de nimeros complejos.

Error 4 Escalamiento de las componentes dinamicas de la red. Un aumento en
un factor de 10 en las componentes lleva a que las frecuencias de operacién
disminuyan en un factor de 10.

Una variante de interés
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Una variante al problema presentado es considerar que la red estd descrita
como se presenta en la siguiente figura.

La obtencién de la transferencia V,(jw)/ Vi (jw) fue efectuada en la seccién
3.3.2 para el caso en que Ry = Ry = R3. Esta red es mas general que la descrita
en esa ocasion, pues permite disenar con holgura tanto la frecuencia de corte
como la ganancia de la red.

Estos resultados usan el hecho Efectuando un divisor de tensiones en la sub-malla de entrada, se tiene que
que las corrientes a través de el voltaje presente en el nodo B es
los terminales + y —, son cero
. jwR;C .
Ve(jw) = —————=Vi(jw 4.53
B(jw) T+ jwR, C 1(jw) (4.53)

Por otra parte, la tension presente en el nodo A corresponde a

R>

N

Va(jw) (4.54)

Tgualando las tensiones presentes en los nodos A y B debido a que la tension
diferencial es nula en un AO, se tiene

j(.UR] C . Rz .
—V =—=—V 4.55
T+jwR, C 1(jw) R, 1 Rs 2(jw) ( )
La expresion (4.56) estd Finalmente, la ecuacién (4.55) permite obtener la transferencia Va (jw)/ Vi (jw),

escrita en la forma candnica la cual estd dada por
para un filtro pasa-altos dado
en (4.17).

(4.56)

V2 (jw) R3 jwR;C
Vi(jw) (1 - )

B Ry ) T+jwRiC

La ecuacién (4.56) concuerda con el analisis cualitativo que puede efectuarse
a la red: cuando w — 0, el condensador se comporta como circuito abierto, por
lo que la tensién presente en Vs (jw)|w,—0 serd igual a 0. Por el otro lado, cuando
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w — 00, el condensador se comporta como cortocircuito; en consecuencia, la red
se comporta como un amplificador no-inversor de ganancia:

Koo =142 (4.57)

Tanto el andlisis cualitativo efectuado como la transferencia presentada en
(4.56) demuestran que la red se comporta como un filtro pasa-altos.

Aplicando los criterios de diseno utilizados en el problema principal para
elegir las componentes correspondientes a esta red, se tiene que para cumplir
con una ganancia de 12[dB] para w — oo, la ecuacién (4.57) debe estar dada
por

R
2 —4 (4.58)

14 23 =
+R2

Por lo tanto, la relaciéon R3/R, que satisface dicha condicién corresponde a

R3

=3 (4.59)

En base a (4.59) se elige arbitrariamente Ry = 10 [KQ], lo cual lleva a que
R3 debe tener un valor de 30[KQ], cumpliéndose asi el criterio de ganancia
solicitado.

Por otra parte, al analizar la transferencia (4.56), se tiene que la frecuencia
de corte de la red estard dada por

1

wC:R]T

(4.60)

Note que la ecuacién (4.60) posee 2 grados de libertad, pues ninguna de las
componentes estd sujeta a una segunda restriccién. De esta manera se pueden
escoger arbitrariamente los valores de Ry y C que cumplan con el requerimiento
de diseno, el cual corresponde a una frecuencia de corte ubicada en 30 [KHz].

Se elige Ry = 20 [KQ)], con lo cual el valor de C corresponde a

1 1
C_wCR1 C2m-6-108

~ 265,3 [pF] (4.61)

Con los valores elegidos para las componentes segiin las ecuaciones (4.59) y
(4.60), la transferencia (4.56) es equivalente a

Va(jw) i5,3-10 6w
Y)Wy I W 4.62
Vi(jw) 1435310~ ¢w (4.62)

Los valores elegidos para las componentes descritas en la red permiten ob-
tener los diagramas de Bode presentados en las figuras 4.12 y 4.13, los cuales
concuerdan con los requerimientos de diseno solicitados para el filtro.
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Diagrama de Bode de magnitud para el filtro activo pasa-altos
15 . ——y . — . .
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Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.12: Diagrama de Bode de magnitud del filtro activo pasa-altos disena-
do.

Diagrama de Bode de fase para el filtro activo pasa-altos
90 T T

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.13: Diagrama de Bode de fase del filtro activo pasa-altos disenado.

4.3.2. Diseno de filtros activos de segundo orden

Problema 4.4.
Dada la red de la figura, se procedera a efectuar la seleccién de las componentes
de la red con el propésito de cumplir con las especificaciones de diseno.
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Vb (jw)

Va(jw)

4.4.1 Analice cualitativamente la respuesta en frecuencia de la red y determine
la transferencia V,(jw)/Vi(jw).

4.4.2 Determine si es posible, valores de Cy, Cz, Ry y Ry de forma tal que la
respuesta en frecuencia del filtro presente una frecuencia central a 70 [KHz],
con un ancho de banda de 30 [KHz]. Estime la ganancia de la red para el
diseno solicitado.

Solucion

Nuevamente, conviene efectuar un primer acercamiento a la respuesta en
frecuencia del filtro debe ser efectuado en forma cualitativa, analizando los ex-
tremos del rango de frecuencias. Cuando w — 0, los condensadores se comportan
como circuito abierto; en consecuencia, no existe tensiéon aplicada a la entrada
del circuito, por lo que la tensién presente en V2 (jw)|w 0 tiende a 0.

Por otra parte, en el extremo opuesto del rango de frecuencias (cuando w —
00), los condensadores se comportan como cortocircuito; por ende, la tensién
presente en V2 (jw)|w—oo tiende a igualarse a la tensién presente en el nodo B,
que es igual a 0. Por consiguiente, la respuesta en frecuencia de la red obedece
a un filtro activo pasa-banda.

Para obtener la transferencia V> (jw)/V;(jw) se procede a aplicar el método
de nodos sobre los puntos A y C, para posteriormente despejar las variables
intermedias Va (jw) y Ve (jw) en funcién de Vi (jw) y Va2 (jw); de esta forma es
posible deducir la relacién entre estas tltimas variables.

Al desarrollar el método nodal, resulta

(Veljw) —Vy (jw))Rl1 + (Ve(jw) = Vs (jao))jewC

+ (Ve(jw) = Va(jw))jwCa =0 (4.63)

(Va(w) — Ve (j))jwCa + (Va (o) —vz(jwanz —0  (464)
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Ademads, tomando en consideracién que Va (jw) = 0, se tiene que las ecua-
ciones (4.63) y (4.64) llevan a

(Veljw) — V; (jw))Rl1 + (Ve(w) = VaGw))jawCr + Ve(jw) jwCs = 0 (4.65)

. Va(jw)
V, =—— 4.66
c(jw) JwCoR (4.66)
El signo menos puede ser Finalmente, al reemplazar la ecuacién (4.66) en (4.65), es posible obtener la

eliminado si agregamos a la transferencia V2 (jw)/Vi(jw), la cual queda expuesta en la expresién (4.67):
entrada o a la salida un

amplificador con AO de Vi (jw) jwWR,C;

transferencia —1. = — 4.67
Vi ()w) 1 7w2R1R2C1C2+ij1(C1 + C3) ( )

Antes de proseguir con el desarrollo de este problema, resulta importante
destacar algunas ideas relevantes:
= En un filtro pasa-banda como el presentado en la transferencia (4.67), la
frecuencia central (w,) corresponde a aquella en la cual la respuesta en
frecuencia del filtro presenta la maxima magnitud.

» El ancho de banda (Bw/) constituye el rango de frecuencias para el cual la
magnitud del filtro no difiere més alla de 3 [dB] con respecto a la magnitud
presentada a la frecuencia central w,. Si f1 y f2 denotan las frecuencias
inferior y superior del rango de frecuencias definido, entonces el ancho de
banda estara dado por:

BW = 27T(f2 — f] ) (4.68)

Ademas, dichas frecuencias se relacionan con la frecuencia central segiin

wo 2 = (2m)% 1112 (4.69)

= Finalmente, resulta conveniente introducir un pardmetro denominado co-
mo factor de selectividad (Q), que estd definido segin

Wo

Q=

™ (4.70)

La expresién (4.70) permite comparar diferentes tipos de filtros pasa-banda
con respecto a su capacidad de seleccionar un rango de frecuencias con
respecto a otras. En ciertas aplicaciones se requiere que la selectividad del
filtro sea alta, esto implica que el ancho de banda utilizado es reducido en
comparacién al valor de la frecuencia central.

s El resultado (4.67) es independiente del valor de la corriente que entrega
el filtro “al resto del mundo”, es decir, es independiente de la carga del
filtro. Esta es una propiedad clave de los filtros activos.
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El resultado expuesto en la transferencia (4.67) puede ser llevado a la forma
canénica de un filtro pasa-banda, tal como se expuso en la ecuacién (4.40),
resultando entonces en:

Va(jw)
Vi(jw)

_ R2C, jw/Ry(1/Cy +1/C3) (@.71)
R1(Cy1 4+ C2) 1/(R1R2C1C2) — w? +jw /Ry (1/Cq +1/C2) '

A partir de la transferencia (4.71) es posible determinar los pardmetros ca-
racteristicos del filtro en funcién de las componentes que lo constituyen. De esta
manera se tiene:

» Frecuencia central:

1
W = RS (4.72)
= Ancho de Banda:
Bw = Rlz <C11 + C]z) (4.73)
= Ganancia del filtro: ) R,Cs
OB = "R + Ca) (4.74)

Las expresiones (4.72) a (4.74) constituyen un sistema de 3 ecuaciones con 5
incognitas; por lo tanto, se tienen dos grados de libertad, pues fijando los valores
de dos de las componentes el filtro queda determinado inmediatamente.

Los dos grados de libertad estaran dados por la eleccion de los condensadores
C1 v Cy, lo cual permite expresar los valores de Ry, Ry y Kop segin

Bw 1
R, = = 4.75
' wo2(Ci+Ca)  woQ(Cy+Ca) (4.75)
1 /1 1 Q (1 1
R, — LRI P N 4.76
27 By (c1 * Cz) @, (61 - Cz) (4.76)
(Uoz Cz 2 Cz

De esta manera se eligen arbitrariamente 2 valores de condensadores que, Recuerde que
sumado a los requerimientos de diseno, permiten determinar los valores para Koslas = 20log|Kosg|.
R1, Rz y Kog. Sean C; =50 [pF] y C2 = 100 [pF], lo cual da lugar a

6m-10*
_ ~ 6,5[KQ 4.
Ri = (2 Tom (1507077 6,5 [KQ] (4.78)
1 1 1
Ry — ~ 1415 [KQ 4,
27 Gm- 10 <50.1o—12+1oo-10—‘2> Pkl )
7\? 100
KOB__<3) <1+50) ~ —16,33 £ 24,26 [dB] (4.80)
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Al utilizar los valores determinados para el filtro pasa-banda, la transferencia
dada en (4.67) resulta ser

Va(jw) j1,42-10%w (4.81)
ViGw) ~  1—459-10 22 +39,75-10 7w '

Al esbozar el diagrama de Bode de la transferencia (4.81) se aprecia que
el resultado obtenido para el filtro cumple correctamente los requerimientos de
diseno indicados en el problema. Las figuras 4.14 y 4.15 presentan los diagramas
de Bode de magnitud y fase de la transferencia (4.81).

Diagrama de Bode de magnitud para el filtro pasa—banda disefiado
25 T T T T . .

Magnitud [dB]

10* 10° 10° 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.14: Diagrama de Bode de magnitud del filtro activo pasa-banda dise-
nado.

Diagrama de Bode de magnitud para el filtro pasa—banda disefiado
100 T — T —— T T —

50 - b

Fase []
o
T
Il

100 = " 7
10 10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.15: Diagrama de Bode de fase del filtro activo pasa-banda diseniado.

Errores

El desarrollo aqui propouesto puede ser fuente de variados errores, tanto
conceptuales como algebraicos. A continuaciéon se enumeran los errores més

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



4.3. Diseno de filtros activos. 155

comunes.

Error 1 Errores algebraicos en la deduccién de la transferencia Vs (jw)/ Vi (jw).
Se recomienda que la resolucién analitica para redes de este tipo se efecttie
mediante el método de nodos, pues permite mantener el orden durante el
desarrollo del problema.

Error 2 Trabajar directamente con la transferencia (4.67). El trabajo de dise-
no con esta expresion resulta frecuentemente més complejo que el proce-
dimiento de diseno ilustrado con la transferencia (4.71).

Error 3 El orden de la transferencia resultante es mayor que el nimero de com-
ponentes dindmicas de la red. Siempre se cumplird que el orden del filtro
serd a lo sumo igual al nimero de componentes dindmicas menos el nt-
mero de degeneraciones presentes (condensadores en paralelo, inductores
en serie).

Error 4 El orden del filtro pasa-banda calculado es impar. Lo anterior consti-
tuye un error conceptual, pues el orden de un filtro pasa-banda siempre
sera par.

Una variante de interés

Consideremos ahora el caso complementario del filtro disenado en el pro-
blema principal, el cual es presentado en la red ilustrada a continuacién. El
amplificador presente en la etapa de salida posee una alta impedancia de entra-
da. El procedimiento de diseno requerira que la frecuencia central esté ubicada
en 70 [KHz], con un factor de selectividad de 5.

R R
Ve (jw)
WW *—/ W\ |
1/jwC_ 1/jwC m

! =
Vi(jw) Vi(jw) V2 (jw) Vo (jw)

R/4 % - 1/jwC

T

La red presentada permite obtener un filtro elimina-banda con una alta
selectividad, tal como quedard expuesto en el desarrollo de la transferencia
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Vo (jw)/Vi(jw). La ganancia m puede ser implementada mediante un AO cuya
transferencia sea m.

El procedimiento para la determinacién de la transferencia V,(jw)/Vi(jw)
se efectuard a través de dos pasos: el primero serd determinar la transferen-
cia Va2(jw)/Vi(jw); finalmente, el segundo paso determinard la transferencia
Vo (jw)/Vi(jw) en base a la deducida en el primer paso.

Al aplicar el método de nodos a los puntos A y B tomando como referencia
el nodo C, resulta en

(4G + 2jwC)Va(jw) —jwC Vi (jw) —jwC V1 (jw) =0 (4.82)
(2G +jwC)Ve(jw) — G Vi(jw) — G V2 (jw) =0 (4.83)
La ultima ecuacién que permite resolver el sistema estd basada en el teorema

de Millman, la cual permite relacionar las tensiones presentes en Va(jw) y
Ve (jw) con V3 (jw) segin

Va(jw)jwC + Ve (jw) G
G+jwC

V2(jw) = (4.84)

Despejando Va (jw) y Vg(jw) en las ecuaciones (4.82) y (4.83) y reempla-
zédndolas en la expresion (4.84) resulta

Va(jw) 2/(RC)? — w?
Vi(jw)  2/(RC)2 — w? +jw6/RC

(4.85)

La expresion (4.85) constituye la representacién candnica de un filtro elimina-
banda. En efecto, al comparar la transferencia obtenida con la ecuacién (4.28)
se deducen los siguientes parametros:

= Frecuencia central:

Weo = R—\[é (4.86)
= Ancho de banda:

Bw = R6C (4.87)
= Factor de selectividad:

Q= g (4.88)

La sub-red pasiva que conforma el filtro analizado posee un factor de selecti-
vidad muy pobre, tal como queda descrito en la ecuacién (4.88). Por lo mismo,
este filtro se complementa con un elemento activo, tal como el amplificador de
ganancia m conectado a la salida.
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El segundo paso para la obtencién de la transferencia V,(jw)/Vi(jw) con-
siste en la aplicacién de LVK y las propiedades del amplificador descrito para
conformar el siguiente sistema de ecuaciones:

Vi(jw) = Vi(jw) + Vo (jw) (4.89)
Valie) + Vo ) = VoI (4.90)
Vo) 2/(RCP -’ ol

Vi(jw) ~ 2/(RC)Z— w? +jw6/RC

Despejando V2 (jw) en la ecuacién (4.90) y reemplazando dicha expresién en
(4.89) mediante el uso de (4.91) se obtiene:

Vol(jw) 2/(RC)? — w?
ViGw) - ™ 2/(RCZ = w? +jw (1 —m)6/RC (4.92)

Para la transferencia (4.92), la frecuencia central w, sigue siendo la presentada
en la expresion (4.86); no obstante, su ancho de banda y factor de selectividad
son modificados a:

6(1—m)

V2

Q= §0 —m) (4.94)

En consecuencia, para obtener un factor de selectividad elevado, la ganancia
m debe ser muy cercana a la unidad. Sin embargo, no es posible aumentar la
ganancia més alld de 1, pues originaria que los polos de la transferencia (4.92)
se ubiquen en el semi-plano derecho de s. Este tema es tratado con profundidad
en el capitulo referencia del texto.

Para obtener una frecuencia central a 70 [KHz], se elige R = 10 [KQ], 1o cual
da lugar a

V2

= ~ 3215 [pF 4.
C oo R 321,5 [pF] (4.95)

Por otro lado, para obtener un factor de selectividad de 5, el valor de m debe

ser:
V2
m=1-— Q" 0,953 (4.96)

Empleando los valores antes mencionados, la transferencia (4.92) da lugar a
los diagramas de Bode presentados en las figuras 4.16 y 4.17, las cuales permiten
concluir que el procedimiento de diseno ha sido el correcto.
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Diagrama de Bode de magnitud del filtro notch disefiado
T

e

Magnitud [dB]

-100 - q

-150 =
10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.16: Diagrama de Bode de magnitud para el filtro notch disenado.

Diagrama de Bode de fase del filtro notch disefiado
100 T

Fase []

10° 10

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.17: Diagrama de Bode de fase para el filtro notch disenado.

4.3.3. El Filtro Activo Universal (FAU)

Problema 4.5.
La red presentada a continuacién permite implementar filtros de segundo orden
de manera préctica y sencilla, a través de un enfoque modular.
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1 R,

- Ve (jw)

4.5.1 Determine las transferencias Va(s)/Vi(s), Vg(s)/Vi(s) y Vc(s)/Vi(s).

4.5.2 ;Qué caracteristica especial posee esta configuracion?.

Solucion

Para el desarrollo de las transferencias solicitadas, se utilizara el analisis de
redes mediante la transformada de Laplace, por lo que se sugiere al estudiante
que revise los contenidos relativos a este tema en el capitulo ref del texto.

Considerando que las componentes dindmicas tienen condicién inicial igual
a cero, como corresponde a la definicién de funciones de transferencia, las trans-
ferencias solicitadas se pueden calcular tomando en consideracién el teorema de
Millman y los fundamentos del amplificador operacional. A partir de lo anterior,
es posible enunciar las siguientes relaciones:

Vi(s)kaRsq + Ve (s)Rs  Va(s)R3 + Vc(s)ksR3

(1+k4)Ry4 n (14+%k3)R3 (4.97)
__Vals)

Vi(s) = R\ C, (4.98)

Vel(s) = —:]/fz(é)z (4.99)

La expresion (4.97) resulta de aplicar el teorema de Millman a los nodos 1
y 2 e igualar dichas expresiones, usando propiedades del AO. Las ecuaciones
(4.98) y (4.99) son el resultado de la configuracién de integracién con inversién
de los 2 AO restantes.
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Para determinar las transferencias solicitadas, sdlo es necesario efectuar el
reemplazo correspondiente de las expresiones (4.98) y (4.99) en (4.97). Asi, des-
pejando para Va(s), se tendréd que la transferencia Va (s)/Vi(s) resulta

VA(S) o KHS2
Vils) s+ (wo/Q)s + w, 2

(4.100)

En donde:

k3
o=t 4.101
©Co =V RIR,C1Cy (4.101)
14+kq R1Cq
= Wk 4.102
Q T+ksV °R.C, (4.102)
kq (T +k3)
= — 4.1
K 1T ks (4.103)

Ahora bien, si se trabaja la ecuacién (4.97) en funcién de Vp(s), se tendra
la transferencia Vg(s)/Vi(s), la cual corresponde a

Vi (s) Kg(wo/Q)s
= 4.104
Vils) ~ 7 (wo/Qls + o ? (4104
En donde la constante Kg corresponde a
Kg = —k4 (4.105)

Finalmente, expandiendo la expresién (4.97) en funcién de V¢ (s), es posible
obtener la transferencia Vc(s)/Vi(s), la cual resulta en

Ve(s) Krw, 2
= 4.106
Vils) S (@a/Q)s T, 2 (4:106)
En la expresién (4.106), la constante Ky corresponde a
ka(1 +%k3)
KL =—77m——= 4.107
F T k(1 + k) (4.107)

Como se ha podido apreciar en las transferencias (4.100), (4.104) y (4.106),
la red descrita permite obtener diferentes filtros, dependiendo del nodo con el
cual se trabaje como salida. Asi, el nodo A permite obtener una respuesta en
frecuencia tipica de un filtro pasa-altos de segundo orden; el nodo B posee una
respuesta en frecuencia caracteristica de un filtro pasa-banda; finalmente, el
nodo C permite obtener un filtro pasa-bajos de segundo orden.
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El motivo por el cual se ilustra esta red es porque su uso es amplio y permite
implementar filtros de variada naturaleza, a partir de la funcién de transferencia
deseada. Entre ellas se incluyen los filtros por aproximaciones Butterworth y
Chebyshev, los que seran tratados con detalle en las siguientes secciones.
Errores

El problema aqui propuesto se ha desarrollado con el propésito de ilustrar
una configuracién de AO’s que permite obtener diferentes tipos de filtros de se-
gundo orden. No obstante, durante el desarrollo del problema es posible cometer
algunos errores conceptuales, tales como los que se presentan a continuacion.

Error 1 Errores en la aplicacion de la transformada de Laplace a la red ana-
lizada. Debe recordarse que los inductores de valor L son transformados
a impedancias de valor sL y los condensadores de valor C son llevados a
impedancias de valor 1/sC.

Error 2 Aplicar incorrectamente las propiedades del AO a la resoluciéon de la
red. Es importante recalcar que, cuando el AO es retroalimentado negati-
vamente, la tensién diferencial entre los terminales de entrada es nula.

Error 3 Resolucién errada de las leyes de interconexién (LVK y LCK).

Error 4 Evaluacién errada de la respuesta en frecuencia de las transferencias
(4.100), (4.104) y (4.106). Debe recordarse que el grado relativo de un

filtro pasa-altos siempre sera 0, en tanto que el grado relativo de un filtro
pasa-bajos serd siempre mayor que O.

4.4. Filtros Butterworth.

4.4.1. Determinacion de transferencias de orden n

Problema 4.6.
El propésito de esta seccidn serd ilustrar el método analitico que permite obtener
la estructura de un filtro pasa-bajos Butterworth de orden n, con n € N.

4.6.1 Exprese la relacién que permite determinar los polos de la transferencia
del filtro Butterworth H(s).

4.6.2 Determine la expresiéon H(s) para un filtro Butterworth de tercer orden.

4.6.3 ;Cudl es la magnitud que presenta el filtro de tercer orden para w =
50 [rad/s]?.
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Solucion

La teoria de filtros desarrollada por Butterworth determina la transferencia
de un filtro pasa-bajos H(s) con el propédsito de obtener maxima planicie de
ganancia en la banda de paso y una alta atenuacion en la banda de rechazo, con
una frecuencia de corte unitaria (w. =1).

De esta forma, Butterworth propuso la siguiente funcion:

1

Mnlw) = Jram

(4.108)

En donde n € N corresponde al orden del filtro. Con el propédsito de trasladar
el analisis al plano de Laplace, se reemplazara jw por s. Este reemplazo es posible
debido a que se estd trabajando con sistemas lineales.

Al efectuar dicho reemplazo y considerando F (jw) = My, (w)?, la expresién
(4.108) resulta en

1 .
T o S1I M es par,
T4 (s%) (4.109)
——— sinesimpar.
] a (sz)n p

La determinacién de las raices del denominador de (4.109) (que constituyen
los polos de la transferencia de Fp(s)) se obtienen mediante la resolucién de
la ecuacién en el plano complejo de la expresiéon (4.110), si n es par, o de la

ecuacién (4.111), si n es impar.
1+ (s2)" =0
1—(s3)" =0

(4.110)
(4.111)

Las expresiones anteriores pueden ser simplificadas si se recuerda que la
representacién compleja de 1 es e/25™ y que la de —1 es & (217 con k € Z.
Aplicando estos conceptos, es posible obtener los polos que constituyen a la
transferencia F, (s) segtin

ej(2k+1)7t/2n
Sk = pikn/n

si n es par, (4.112)

si n es impar.

Conk =0...2n—1. Sin embargo, no todos los polos que constituyen la trans-
ferencia F,,(s) son utilizados para conformar el filtro pasa-bajos Butterworth
descrito. Esto debido a que existen polos que se encuentran en el semi-plano
derecho de s, lo cual da lugar a modos naturales crecientes y, en consecuencia,
si se considerasen dichos polos, el filtro seria inestable.

Por lo tanto, es posible descomponer Fy, (s) en el producto de dos factores: un
factor estable (descrito por la transferencia H(s)) y una parte inestable (repre-
sentada por H(—s)). Vale destacar que cada una de estas representaciones tiene
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igual nimero de polos; esta igualdad es una consecuencia directa de la simetria
con la cual se distribuyen los polos respecto al eje imaginario.

Se debe hacer notar que los polos se encuentran distribuidos sobre la cir-
cunferencia de radio unitario, lo cual estd intimamente ligado a la frecuencia de
corte del filtro pasa-bajos. Asi, por ejemplo, si la frecuencia de corte hubiese sido
100 [rad/s], entonces los polos estarfan distribuidos sobre una circunferencia de
radio 100.

La determinacion analitica de la transferencia solicitada se puede computar
a través del resultado presentado en la expresién (4.112), lo cual da origen a

s = eJK7/3 (4.113)

Donde k = 0...5. Los polos que interesan para determinar la transferencia
H(s) estéan descritos por

s1=e™ =—1 (4.114)
. 1

s7 — el2m/3 :_2_’_]'? (4.115)

o3 — /3 _ _% _ j? (4.116)

Por lo tanto, la transferencia de un filtro pasa-bajos Butterworth de tercer
orden con frecuencia de corte unitaria estarda dada por

1 1

) = o665 GaNGZssT)

(4.117)

La figura 4.18 permite apreciar la distribucién de los polos en la circunferen-
cia unitaria y aquellos que son utilizados para conformar la transferencia de un
filtro Butterworth de tercer orden.

La ultima pregunta puede ser respondida de dos formas: la primera contem-
pla el uso de la expresién (4.108), reemplazando n = 3 y w = 50 [rad/s], dando
lugar asi a 1

1+ (50)e

El segundo camino contempla la evaluacién de la expresién (4.117) reempla-
zando s = j50 y luego computando la magnitud de la transferencia resultante.
Ambos métodos conducen al mismo resultado. Sin embargo, el segundo método
resulta simple de calcular sélo para filtros Butterworth de bajo orden, aumen-
tando su complejidad en la medida que aumenta el orden del filtro.

Errores

IH(350)| = =8-10°° (4.118)

El ejercicio propuesto en esta secciéon es fuente de errores tanto de tipo
conceptual como analitico, los cuales pueden ser prevenidos teniendo en consi-
deracién los fundamentos que existen detras de los filtros Butterworth. A con-
tinuacién se mencionan los errores mas comunes.
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No obstante, es posible
trasladar los polos desde una
circunferencia de radio 1 a
una de radio 100 (y viceversa)
mediante un escalamiento de
la variable s.

Los filtros Butterworth de
orden tmpar siempre tendrdn
un polo en —1.
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Figura 4.18: Distribucién de los polos de un filtro Butterworth de tercer orden
sobre el plano s.

Error 1 Considerar todos los polos de la expresion (4.112) para la implementa-
cién del filtro pasa-bajos Butterworth. Se debe recordar que sélo la mitad
de los polos presentes en esta solucion son utilizados para la implementa-
cién de H(s), siendo siempre aquellos que se encuentran en el semi-plano
izquierdo de s, ya que éstos son los unicos que dan origen a modos natu-
rales decrecientes.

Error 2 Calcular [H(jw)| mediante la expresién (4.117) para filtros de un ele-
vado orden. Si bien este desarrollo es correcto, su determinacién analitica

resulta méds compleja que evaluar directamente |[H(jw)| mediante la expre-
sién (4.108).

Error 3 Intercambiar las soluciones presentadas en (4.112) para valores de n
par e impar. Esta confusién puede solucionarse si se tiene en mente el

concepto detras de dicha expresion, la cual estd descrita por la ecuacién
(4.108).

Error 4 Manipular simultdneamente transferencias descritas mediante trans-
formada de Laplace y aquellas descritas en el dominio de la frecuencia.
Este error se puede evitar manteniendo el orden y la rigurosidad en la
notacién durante el desarrollo de cualquier problema.

Una variante de interés
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Frecuentemente ocurre que el disefio de filtros se efectiia en base a criterios
de diseno determinados acorde a las necesidades de filtraje que se posea; en
consecuencia, inicialmente se desconoce el orden del filtro que cumple con dichas
especificaciones.

Suponga que, luego de un proceso de andlisis, se ha determinado que el filtro
pasa-bajos requerido no debe superar una magnitud de 0,5 a w = 6[rad/s] y
debe tener al menos una magnitud de 0,8 a w = 0,7 [rad/s].

El problema propuesto puede ser resuelto de 2 maneras. El primer método
recurre a la resolucién analitica de la expresion (4.108), en tanto que el segundo
método propone la resolucion del problema en forma gréfica.

La resolucién del problema mediante el procedimiento analitico considera la
resolucién de la expresién (4.108) en funcién de los requerimientos de diseno
entregados. Asi, el requerimiento de una magnitud de 0,8 como minimo a w =
0,7 [rad/s] se traduce en

>0,8 (4.119)

Cuya resolucién lleva a

log ((0,18)2 — 1) > 2nlog(0,7) (4.120)

Lo cual conduce a que el valor de n debe ser
n > 0,806 (4.121)

Aproximando el resultado expuesto en la expresion (4.121) al entero superior,
se tiene que el orden menor del filtro que cumple con la especificacion es de 1.

Por otra parte, la condicion de una magnitud no superior a 0,5 para w =
6 [rad/s] se traduce en

! <08 (4.122)

V14 (0,7)2n

Al desarrollar la expresién (4.122) se tiene

log <(0,15)2 — 1) < 2nlog(2) (4.123)

Lo que conduce a
n > 0,792 (4.124)

La expresién (4.124) constituye una cota inferior para el orden del filtro (al
igual que el resultado presentado en (4.121)); no obstante, el resultado obtenido
es una cota menos restrictiva que la encontrada a través del primer requisito.

El orden del filtro que satisface los requerimientos de disefio impuestos es-
tard determinado por la interseccién de las soluciones encontradas en (4.121) y
(4.124). De esta manera, se obtiene que el orden minimo que satisface con las
condiciones de diseno es n = 1.
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Se debe tener precaucion en el
desarrollo de la expresion
(4.120), pues los logaritmos
presentes son menores a 0.
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El segundo método consiste en la resolucion grafica del problema; esta forma
de resolucion hace uso del diagrama de Bode de magnitud de los filtros But-
terworth normalizados y las intersecta con las restricciones dadas por diseno.
En la figura 4.19 se ilustran los diagramas de Bode para los primeros 5 filtros
Butterworth pasa-bajos normalizados.

Filtros Butterworth normalizados

T T
4 orden 1
orden 2
orden 3

orden 4

o
©

Magnitud
o
o

o
=

0.2

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.19: Diagrama de magnitud para los primeros 4 filtros Butterworth nor-
malizados.

Al intersectar las restricciones con las curvas presentes en la figura 4.19 se
obtiene que el conjunto solucién para el orden minimo del filtro es 1.

4.4.2. Diseno de filtros Butterworth pasa-bajos

Problema 4.7.
El problema propuesto en esta seccién busca ilustrar el procedimiento a seguir
para el diseno de un filtro Butterworth pasa-bajos.

Se desea implementar un filtro Butterworth pasa-bajos con frecuencia de
corte en w. = 103 [rad/s] que permita obtener una atenuacién no inferior a
0,95 a wy = 500 [rad/s] y una magnitud inferior a 0,1 a w, = 2-103 [rad/s].

4.7.1 Determine el orden minimo del filtro que cumple con las especificaciones
entregadas.

4.7.2 Implemente con AQ el filtro Butterworth obtenido.

4.7.3 ;Cuél es la magnitud que presenta el filtro pasa-bajos disenado para w =
w1y w=wy?.

Solucion

El procedimiento de seleccién del filtro Butterworth que cumple con las es-
pecificaciones dadas en el enunciado requiere tres pasos bien distinguibles:
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1.- Las especificaciones dadas para la frecuencia de corte de interés deben
escalarse a la frecuencia de corte unitaria, segun:

wn = 2 (4.125)
we

El procedimiento indicado en la ecuacién (4.125) se denomina normaliza-
ciom.

2.- Una vez llevadas las especificaciones a la frecuencia normalizada, se debe
proceder a elegir el orden minimo del filtro que cumple con los requisitos.
Esta seleccion puede efectuarse en forma gréfica o analitica, tal como se
ha ilustrado en la seccién 4.4.1.

3.- Elegida la transferencia Hy, (s) que cumple con las especificaciones, se pro-
cede a efectuar la de-normalizacion en s, mediante la expresién

S
n=— 4.126
= (4.126)

Teniendo en consideracién los puntos mencionados anteriormente, se nor-
malizan los requerimientos solicitados en base a la frecuencia de corte. Asi, el
requerimiento de una magnitud no superior a 0,1 a la frecuencia de 2-103 [rad/s]
se traduce en el mismo requerimiento a la frecuencia normalizada

2103

En tanto que el requerimiento de una magnitud no inferior a 0,95 a w; =
500 [rad/s] se convierte en el mismo requerimiento para la frecuencia normali-

zada de
500

103

Luego de este procedimiento de normalizacion, se procede a efectuar la se-
leccién del filtro de menor orden que cumple con los requisitos especificados por
diseno. El método grafico requiere trazar dos lineas horizontales en el diagrama
de magnitud, correspondientes a las restricciones dadas por el diseno; luego se
intersectan estas lineas horizontales con los puntos criticos de frecuencias (los
cuales, para este caso, son wn, y Wy, ). Esta interseccién permitira dicernir los
filtros que cumplen con las restricciones impuestas a la respuesta en frecuencia.
La figura 4.20 ilustra la forma de graficar las restricciones en el diagrama de
magnitud de los filtros Butterworth.

Al intersectar las restricciones de disefio con los filtros Butterworth norma-
lizados, se observa que el orden minimo que cumple [H(jwn, )| > 0,95 es 2; por
otra parte [H(jwn, )| < 0,1 se cumple para un orden mayor o igual a 4. La inter-
seccién de ambos resultados arroja que el orden minimo que cumple con ambos
requerimientos es n = 4.

W, =05 (4.128)
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La expresion (4.125)
corresponde al escalamiento en
frecuencia de un filtro
pasa-bajos
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Diagrama de magnitud de los filtros Butterworth normalizados
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Figura 4.20: Diagrama de magnitud para los primeros 4 filtros Butterworth nor-
malizados y las restricciones de disefio impuestas (rest. 1y rest. 2).

El mismo resultado puede ser obtenido en forma analitica: considerando la
primera restriccién en la ecuacién (4.108), resulta en

Mup(Wn, ) = b N > 0,95 (4.129)
! 1+ (0,5)2n

Lo cual conduce a

log ((0,95)7% —1)
21log(0,5)

~ 1,605 (4.130)

Aproximando al entero superior el resultado expresado en (4.130) se tiene
que el orden minimo que satisface la primera restriccién es n = 2.
Ahora bien, al analizar la segunda restriccién mediante la expresién (4.108),

se obtiene 1

— <
T+

De la expresién (4.131) se obtiene que el filtro de menor orden que cumple
con la segunda restriccién es

log ((0,1)*2 — 1)
=TT D 10e2)

M (wn,) = 0,1 (4.131)

~ 3315 (4.132)

En consecuencia, el orden menor del filtro que cumple con las especificaciones
corresponde al entero superior, es decir, para n = 4.
La intersecciéon de ambos conjuntos solucién entrega el orden minimo del
filtro Butterworth que satisface las especificaciones de disenio. En este caso, el
orden menor es n = 4.
Los polos de la transferencia Una vez determinado el orden minimo del filtro Butterworth que satisface
(4.133) se obtienen de la las especificaciones de disefio, se procede a obtener la transferencia que da lugar
expresion (4.112) para n par.
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a la respuesta en frecuencia requerida. En este caso, la transferencia para un
filtro Butterworth de cuarto orden corresponde a

1
(s2 +0,76536s8,, + 1)(s2 + 1,84776s,, + 1)

Ha(sn) = (4.133)

El segundo paso en el proceso de diseno requiere efectuar la de-normalizacion,
reemplazando s,, por s/w.. De esta manera se obtiene la transferencia de un

filtro pasa-bajos Butterworth de orden 4 con frecuencia de corte en w.. Asi
pues, la transferencia deseada corresponde a

1012

H =
(8) = (76545 7 109 (2 1 184775 + 10°)

(4.134)

Una vez determinada la transferencia de-normalizada, se procede a imple-
mentar el disefio en base a filtros activos, tales como los estudiados en secciones
anteriores de este capitulo.

Para efectos de implementacion, la transferencia H,, (s), cualquiera sea su
orden, debe separarse en producto de transferencias de primer y segundo or-
den, pues los filtros basados en AO permiten que la transferencia final de una
conexién en cascada corresponda al producto de las transferencias individuales.

Como la expresién (4.134) posee 2 factores de segundo orden, entonces es
posible descomponer la transferencia Ha(s) como

10° 10°
s +765,4s + 106 2+ 1847,7s + 106

Hy(s) = (4.135)
Los factores mencionados en la expresién (4.135) pueden ser implementados
mediante un médulo FAU cada uno, tal como se ilustré en la seccién 4.3.3.
En dicha seccién, se demostré que es posible obtener una transferencia de
tipo filtro pasa-bajos, cuya estructura obedece a

Vc(](U) KLwo 2
== 4.136
ViGw) ST (@e/Q)s ¥ @, 2 (4.136)
En donde
k3
o= — 4.1
@ R1R2C;Cs (4.137)
1+ks /. R1Cy
= k 4.1
Q 1+k3 3 R,C> ( 38)
ka (T +k3)
K 4.139
F TG0+ k) (4.139)

Dado que las expresiones (4.137) a (4.139) poseen mas variables indepen-
dientes que dependientes, entonces es posible efectuar una simplificacién en el
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proceso de diseno. Sea k3 = kg4, Ry =Ry y C; = Cy, lo cual lleva a

Vks

= 4.140
Wo R'I C'I ( )
Q=+vks (4.141)
KL =1 (4.142)
Los resultados expuestos anteriormente conducen a
Wo 1
o _ 4.143
Q R] C] ( )
De esta forma, para el primer FAU se debe cumplir que
1
7654 = (4.144)

R1Cy

En el proceso de El resultado presentado en (4.144) se puede obtener eligiendo Ry = 10 [KQ]
implementacion se considera y Cq = 0,131 [uF]. Esta eleccién lleva a que la frecuencia w, se cumple para
la eleccion arbitraria de uno k3 = 1,31 (acorde a lo expresado a la ecuacién (4.140)).

de los pardmetros. En el caso del segundo FAU, se tiene que la expresién (4.143) lleva a

1847,7 =

4.145

El requisito dado en (4.145) se cumple eligiendo Ry = 10[KQ] y C; =
54,12 [nF]. En consecuencia, para que se satisfaga la ecuacién (4.140) es ne-
cesario que k3 = 0,541.

Finalmente, el cdlculo de |Ha(jw)| para las frecuencias de interés (w7 y w3)
se puede efectuar a través de 2 métodos: el primero (y mds sencillo) considera
evaluar la transferencia (4.108) para wy, = 0,5 y wyn, = 2 cuando el orden es
n = 4. De esta manera, se obtiene:

1
Mu(wn,) = ———— ~ 0,998 4.146
n n ]_"_ (0’5)8 ) ( )
1

V1+(2)8

El segundo método evaliia directamente la magnitud de Hy (jw) a través de la
transferencia (4.134). Ambos métodos entregan el mismo resultado; sin embargo,
el segundo método considera un mayor desarrollo analitico y, por ende, un mayor
tiempo para su desarrollo.

M (Wn,) = ~ 0,0624 (4.147)

Errores

El problema resuelto en esta seccion requiere que el estudiante tenga un
sblido conocimiento en la teoria de filtros Butterworth y su procedimiento de
diseno. A continuacion se mencionan los errores mas frecuentes.
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Error 1 Disenar un filtro Butterworth sin efectuar el escalamiento en frecuen-
cia respectivo. Es importante que las restricciones de diseno sean escaladas
a la frecuencia normalizada; lo anterior se realiza con el propdsito de se-
leccionar el orden del filtro. Posteriormente debe escalarse la transferencia
seleccionada a la frecuencia de interés para obtener el filtro deseado.

Error 2 Olvidar efectuar el escalamiento para trasladar la frecuencia de corte
desde la unidad hasta w.. Esto llevard a un dimensionamiento incorrecto
de las componentes a utilizar en el filtro y un desplazamiento de la respues-
ta en frecuencia. Sin embargo, es posible solucionar este error escalando
las componentes dindmicas de la red en el mismo factor no considerado
inicialmente.

Error 3 Manipulacién incorrecta de las desigualdades (4.129) y (4.131). Es-
to puede conducir a valores de n erréneos y, por ende, no satisfacer los
requerimientos de diseno.

Error 4 Separacion incorrecta de la transferencia (4.134). Debe recordarse que
la implementacion fisica puede realizarse mediante la conexion en cascada
de filtros de primer y segundo orden. Los de primer orden son necesarios
sélo si el filtro es de orden impar.

Una variante de interés

El resultado expuesto en (4.134) puede ser deducido en forma grafica median-
te el posicionamiento de los polos del filtro pasa-bajos Butterworth normalizado
sobre la circunferencia de radio 1, tal como lo ilustra la figura 4.18.

La normalizacién s,, = s/w, constituye un escalamiento en frecuencias de
forma tal que las especificaciones en torno a la frecuencia w. sean trasladadas a
las mismas especificaciones, pero en torno a la frecuencia w,, = 1. En términos
graficos, dicha normalizacion traslada los polos del filtro Butterworth pasa-bajos
desde una circunferencia de radio w. hacia otra de radio w, = 1. Lo expuesto
anteriormente se ilustra en la figura 4.21.

Por lo tanto, el de-normalizacion efectuada puede desarrollarse considerando
una amplificacién por w, de los polos presentados en la transferencia (4.133).

Al efectuar una factorizacién sobre la transferencia (4.133), resulta

1
((sn +0,383)2 + (0,924)2)((sn, + 0,924)% + (0,383)2)

Ha(sn) = (4.148)

La de-normalizacién puede efectuarse amplificando por w. cada uno de los
factores presentes en el denominador de Hy(sy,), luego de lo cual se obtiene

10]2
((s +383)2 4 (924)2)((s + 924)2 + (383)2)

Ha(s) = (4.149)
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El factor 10'% en el numerador
se ha incorporado de forma tal
que H(0) = 1.
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Figura 4.21: De-normalizacién sobre el plano s de los polos de un filtro Butter-
worth de orden 4.

El desarrollo de la expresién (4.150) lleva a

1012

H P—
4(8) = 5T 7665 1 106)(sZ 7 18485 1 109)

(4.150)

El resultado obtenido en (4.134) difiere del resultado obtenido en (4.150)
sélo por aproximaciones numéricas, demostrandose asi una via alternativa para
la obtencién del filtro pasa-bajos de-normalizado.

1.4.3. Diseno de filtros Butterworth pasa-altos

Problema 4.8.

El siguiente problema ilustra el procedimiento a seguir para la selecciéon de un

filtro pasa-altos Butterworth, tal que cumpla con las especificaciones de disenio.
Se desea implementar un filtro pasa-altos Butterworth con frecuencia de

corte en we = 10% [rad/s], de forma que se tenga una magnitud de al menos

—0,355 [dB] para w; = 1,667 - 10 [rad/s], en tanto que se debe presentar una

atenuacién mayor a 26 [dB] para w; = 2,5- 103 [rad/s].

4.8.1 Determine el orden minimo del filtro a ser implementado.
4.8.2 Obtenga la transferencia H(s) del filtro pasa-altos de-normalizado.

4.8.3 Al momento de implementar el filtro, por error se dimensionan los con-
densadores a 1/10 de su valor original. ;Cuél es la nueva frecuencia de
corte?.
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Solucion

Con el propésito de obtener el orden del filtro, primero se debe considerar
la normalizacién de los requerimientos del filtro pasa-altos a los de un filtro
pasa-bajos con frecuencia de corte unitaria. Para lograr lo anterior, se procede
a transformar las especificaciones segtn:

s = ¢ (4.151)
S

Donde s, corresponde a la variable normalizada y s corresponde a la varia-
ble sobre la cual tienen validez las restricciones impuestas en el problema. Al
reemplazar s por jw, se obtiene

w, = 2% (4.152)

En consecuencia, la especificacion para el filtro pasa-altos en w; = 1,667 -
10% [rad/s] es equivalente a la misma especificacién para el filtro pasa-bajos
normalizado en una frecuencia de:

104

1333100 = 0° (4.153)

|wﬂ]|

En tanto que la restriccién impuesta para w; = 2,5- 103 [rad/s] es escalada
a una frecuencia de

lwn,| = s—3 =4 (4.154)
b

Ahora bien, dado que las especificaciones estdn dadas en dB, es necesario
transformar dichos valores a magnitudes reales. Es asi como se obtienen las
expresiones (4.155) y (4.156).

IRi| = 1079:355/20 0,96 (4.155)

IRa| = 10726/20 ~ 0,05 (4.156)

Una vez efectuada las transformaciones es posible proceder a la seleccion del
filtro Butterworth requerido. Para ello se utilizara tanto el método gréafico como
el analitico.

En el caso del método gréfico, las restricciones (4.155) y (4.156) se intersectan
con las respuestas en frecuencia de los filtros Butterworth normalizados. Al
efectuar lo anterior, se obtiene que el orden minimo que cumple con ambas
especificaciones es n = 3. La figura 4.22 permite apreciar la intersecciéon de las
restricciones con las curvas de los filtros Butterworth normalizados.

El método analitico requiere el uso de la ecuacién (4.108). Para encontrar el
orden minimo, se debe evaluar la expresién para las frecuencias (4.153) y (4.154)
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Diagrama de magnitud de los filtros Butterworth normalizados
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Figura 4.22: Determinacion del filtro pasa-bajos Butterworth normalizado que
cumple con las especificaciones dadas en (4.155) y (4.156). Se debe
hacer notar que las lineas en negro corresponden a las restricciones
del problema.

y desarrollar las desigualdades presentadas utilizando las restricciones (4.155) y
(4.156). De esta manera, se obtienen las siguientes inecuaciones

- >0 (4.157)
T+ (0,6)2™

1
1+ (4)

< 0,05 (4.158)

Al desarrollar las desigualdades (4.157) y (4.158), se obtiene que la primera
restriccién se satisface para n > 2,412, en tanto que la segunda desigualdad se
cumple para n > 2,161. En consecuencia, el orden minimo del filtro que cumple
con ambos requisitos a la vez es n = 3.

Dado el orden del filtro que se requiere, se procede a determinar la transfe-
rencia Hy, (s) para el filtro pasa-bajos Butterworth normalizado, el cual resulta
ser

1
Hnls) = e en e v on s 1) (4.159)

Ahora, al aplicar el escalamiento dado por (4.151) a la expresién (4.159), se
obtiene

s3

(s +10%)(s2 + 10%s + 108)

El filtro presentado en la expresion (4.160) corresponde a la transferencia
final para el filtro Butterworth pasa-altos que cumple con las especificaciones
entregadas en el enunciado de este problema.

La ultima pregunta asociada a este problema es conceptual. Si bien podria
diseniarse el filtro activo que da lugar a la transferencia (4.160) y de esta manera

H(s) = (4.160)
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analizar el resultado de escalar los condensadores, esta pregunta se responde to-
mando en consideracién que los elementos dindmicos de la red (condensadores e
inductores) influyen sobre las caracteristicas del filtro, tales como la frecuencia
de corte, ancho de banda y frecuencia central. Esto puede demostrarse conside-
rando que, en los filtros analizados, siempre se encontraran productos del tipo
sC y sL; por ende, al escalar por un factor « las componentes dindmicas, se ob-
servard que la respuesta en frecuencia de la red posee el escalamiento reciproco;
en otras palabras, las caracteristicas del filtro se multiplican por 1/x.

Por lo mismo, si todos los condensadores de la red sufren un escalamiento de
1/10, entonces se tendrd que la respuesta en frecuencia posee el mismo aspecto
cualitativo (sigue siendo un filtro pasa-altos), pero su frecuencia de corte estard
ubicada en we,,, =10 we, es decir, en w,,, . = 10° [rad/s].

Errores

El desarrollo expuesto en esta seccion puede originar variados errores, tanto
algebraicos como conceptuales. En este apartado se presentan los errores més
frecuentes.

Error 1 Efectuar la normalizacién de frecuencias utilizando el escalamiento
descrito para filtros pasa-bajos, cuando lo que corresponde es utilizar un
escalamiento para un filtro pasa-altos. Este error puede evitarse si se con-
sidera el analisis para w — oo. En dicho caso, el escalamiento del filtro
pasa-bajos siempre debe tender a infinito, en tanto que el escalamiento de
un filtro pasa-altos siempre tendera a 0.

Error 2 Errores en la transformacion de valores dados en dB a magnitud real.
Se debe recordar que [H(jw)| 45 = 20 - log [H(jw)].

Error 3 Manipulacién incorrecta de la transferencia (4.159) al efectuar la de-
normalizacion para obtener el filtro pasa-altos deseado. Una forma de co-
rroborar que el resultado no esta errado al de-normalizar es observar que
los grados de los polinomios del numerador y denominador son los mis-
mos. Si bien esto no permite verificar que el resultado esté completamente
correcto, permite verificar rapidamente que no se ha cometido algtin error
algebraico durante la de-normalizacién.

Error 4 Desarrollo incorrecto de las desigualdades planteadas en las expresio-
nes (4.157) y (4.158). Se debe tener presente que algunos de los logaritmos
que aparecen durante el desarrollo de la inecuacién pueden resultar me-
nores a 0, por lo que la desigualdad se invierte si se multiplica o divide la
inecuacion por dicho factor.

Una variante de interés

Hasta ahora se ha analizado el diseno de filtros Butterworth ocupando la
transferencia de orden mas baja que cumpla con los requisitos de diseno. Esto
se hace considerando que un filtro de menor orden tiene asociado un menor
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FEsta demostracion es valida
considerando que todas las
componentes dindmicas sufren
el mismo escalamiento «.

Resulta interesante recordar
también que una ganancia de
20 [dB] es equivalente a una
amplificacion por 10, en tanto
que una ganancia 6 [dB] es
equivalente a una
amplificacion por 2.
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costo, pues la cantidad de componentes que se necesitan para implementar este
tipo de filtros crece rdpidamente en la medida que aumenta el orden del filtro.
Sin embargo, la razén antes expuesta no es la tunica justificacion para la
minimizacion del orden del filtro, sino que también esta eleccién considera la
minimizacion de la duracion del transiente de la transferencia y su estabilidad.
Para ilustrar lo anterior, consideremos la transferencia (4.159) y la transfe-
rencia para un filtro Butterworth de quinto orden, la cual estd definida como

1
(s+1)(s2+1,61804s + 1)(s2 + 0,61804s + 1)

Para ambas transferencias se analizara la respuesta a escalén unitario apli-
cado en t = 0. La respuesta a escalén de la transferencia (4.159) es

Hs(s) = (4.161)

yit)=1- ?efo‘s" seno (?t) —e ! (4.162)

En tanto que la respuesta a escalén para (4.161) estd descrita como

y2(t) =1—1,894 et +0,894 e 3% o5 (0,951 1)
+7-107%e 3% seno (0,9511) + 3,52 - 107> e 8%t ¢05 (0,588 1)
—2,753 e %80 5eno (0,588t)  (4.163)

Las respuestas (4.162) y (4.163) permiten apreciar claramente la diferencia
existente para la respuesta a escalén de ambas transferencias. Al comparar los
resultados, se aprecia que un filtro Butterworth de orden 5 presenta una cons-
tante de tiempo del orden de 12,94 [s] (considerando el modo natural que decae
més lentamente). Sin embargo, la transferencia del filtro Butterworth de ter-
cer orden presenta una constante de tiempo de 8 [s] (para el modo natural més
lento). Lo anterior permite concluir que, si bien un filtro Butterworth de orden
mayor presenta una respuesta en frecuencia mas cercana a la caracteristica fil-
trante especificada, el transiente para una respuesta a escalén tarda més tiempo
en extinguir los modos naturales del sistema.

Lo expuesto es una clara consecuencia de que los polos dominantes de los
filtros Butterworth se van acercando cada vez mas al eje imaginario, pudiendo
causar inestabilidad si éstos cruzan al semi-plano derecho de s. Esto puede ocu-
rrir en la realidad, ya que, debido a incertezas de las componentes utilizadas, los
polos dominantes de la transferencia pueden trasladarse al semi-plano derecho,
dando lugar a modos naturales inestables.

A modo de ilustracion, se presenta la respuesta a escalén de las transferencias
(4.159) y (4.161) en la figura 4.23, la que permite apreciar con mayor claridad
la diferencia en la duracion del transiente.

4.4.4. iseno de filtros Butterworth pasa-banda
Problema 4.9.

El siguiente problema ilustrard el procedimiento a realizar para el disefio de
filtros Butterworth pasa-banda.
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Respuesta a escalon de filtros Butterworth de tercer y quinto orden
T T

Amplitud
o
o
T
L

orden 3
orden 5

Tiempo [s]

Figura 4.23: Respuesta a escalén para filtros pasa-bajos Butterworth normali-
zado de tercer y quinto orden.

Se desea implementar un filtro pasa-banda Butterworth que posea una fre-
cuencia central de w, = 10* [rad/s] y un ancho de banda de By, = 103 [rad/s],
de forma tal que presente una atenuacién mayor a 15[dB] a una frecuencia de
w1 =4-103 [rad/s], ademés de presentar una magnitud inferior a —10 [dB] a
una frecuencia de w; = 13-103 [rad/s].

4.9.1 Determine el orden del filtro normalizado Butterworth que cumple con
las especificaciones indicadas.

4.9.2 Indique la transferencia H(s) del filtro pasa-banda resultante.

4.9.3 ;Cuénto es la atenuacién que presenta el filtro disenado a una frecuencia
de wy =13-103 [rad/s]?

Solucion

Para la eleccién del filtro requerido acorde a las especificaciones indicadas, es
preciso escalar las restricciones desde la frecuencia de interés, a una frecuencia
normalizada. En términos estrictos, el procedimiento necesita que las especifi-
caciones del filtro pasa-banda sean transformadas a requerimientos de un filtro
pasa-bajos normalizado.

La transformacion que permite llevar las especificaciones dadas para un filtro
pasa-banda a restricciones para un filtro pasa-bajos normalizado estd descrita
como

Sn

2 2
Wo S Wo ST+ We
_ _ ¥ 7% 4.164
BW (wo + S ) BWs ( )
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Tgualmente, las especificaciones se pueden trabajar en el plano jw, en cuyo
caso la magnitud de la expresién (4.164) resulta ser

2 2
Wo < — W
=|— 4.1
o = [ 252 (1.165)
Por lo tanto, la frecuencia wi =4 - 103 [rad/s] corresponde a
108 —16-10°
‘wn]| = ’M’ =21 [rad/s] (4166)

En tanto que la segunda restricciéon (w; = 13-103 [rad/s]) se transforma en

108 —169 - 10°

0513708 | = »308[rad/s] (4.167)

|wﬂ2| = ’

En consecuencia, las restricciones indicadas en el enunciado son equivalentes
a las mismas restricciones, pero evaluadas a las frecuencias senaladas en las
ecuaciones (4.166) y (4.167).

La figura 4.24 presenta el Diagrama de Bode de magnitud para la respuesta
en frecuencia de los primeros 4 filtros pasa-bajos Butterworth normalizados. Se
debe hacer notar que el eje vertical esta definido en unidades de dB; esto con el
propdsito de ilustrar més facilmente la interseccion de las restricciones con las
curvas descritas.

Diagrama de magnitud de filtros Butterworth normalizados
20 T ————— T oy

Magnitud [dB]

orden 1
-80H orden 2
orden 3
orden 4
= = =rest. 1
rest. 2

-100

-120 ‘0
10° 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.24: Diagrama de Bode de magnitud para los primeros 4 filtros But-
terworth normalizados. Se incluyen las intersecciones de las curvas
con las restricciones del problema (en lineas negras).

Observando el diagrama presentado, se aprecia que las restricciones impues-
tas en el problema son cumplidas por todos los filtros estudiados; en conse-
cuencia, basta con elegir un filtro pasa-bajos Butterworth de primer orden para
satisfacer los requerimientos solicitados.
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Se sabe que la transferencia para un filtro pasa-bajos Butterworth de primer
orden corresponde a

1

Hn(sn) = s 1
n

(4.168)

De-normalizando el filtro pasa-bajos dado en (4.168) a un filtro pasa-banda,
mediante la expresién (4.164), se obtiene

BWs

H =
n(s) s2 + Bws + w, 2

(4.169)

Ahora bien, se sabe que w, = 10* [rad/s] y que By = 103 [rad/s]; por lo
tanto, la expresién (4.169) resulta en

103s

Hnls) = 7055 1108

(4.170)
A partir de la transferencia (4.170) y en base al desarrollo efectuado, es
posible indicar algunas ideas

= Las transferencias para filtros pasa-banda obtenidas segin la transforma-
cién (4.164) siempre tendran en el denominador un polinomio en s de
orden par. Esto implica que no es posible obtener una transferencia para
un filtro pasa-banda que tenga en el denominador un polinomio de orden
3, por ejemplo.

= La de-normalizacién efectuada para transformar el filtro pasa-bajos a un
filtro pasa-banda implica que la respuesta en frecuencia del filtro pasa-
bajos se "duplique”, es decir, la curva de respuesta en frecuencia de un
filtro pasa-bajos se traslada a la misma curva con frecuencia inicial en
Wy, pero mapedndose a frecuencias menores a ésta. De esta manera, la
respuesta en frecuencia obtenida corresponde a un filtro pasa-banda. La
figura 4.25 ilustra graficamente lo enunciado en este pérrafo.

IH(Gw)l

Figura 4.25: Transformacién de la respuesta en frecuencia de un filtro pasa-bajos
normalizado a un filtro pasa-banda con frecuencia central w,.
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= El mapeo de las restricciones de un filtro pasa-banda a un filtro pasa-bajos
normalizado implica la obtencién de frecuencias negativas, si es que la fre-
cuencia asociada es mayor a w,. El andlisis para estos valores considera
que la respuesta en frecuencia del filtro pasa-bajos normalizado es simé-
trica con respecto al eje w = 0. Por lo tanto, la restriccién obtenida para
una frecuencia menor a 0 puede traducirse siempre a la misma restriccién
evaluada para el valor absoluto de dicha frecuencia.

El orden minimo del filtro también puede ser obtenido a partir de la expresién
(4.108), desarrollando la inecuacién en funcién de las restricciones entregadas
para el filtro deseado. Para ello se debe evaluar dicha expresiéon para wn, y Wn,
y expandir el resultado en funcién del orden n del filtro buscado. La interseccién
entre ambos conjuntos solucién dard el orden minimo del filtro, el cual, en este
caso, resultard ser 1.

La figura 4.26 presenta el Diagrama de Bode de magnitud del filtro pasa-
banda disefiado. Se puede apreciar que los requerimientos impuestos por disefio
se cumplen satisfactoriamente.

Diagrama de Bode de magnitud del filtro pasa—banda Butterworth disefiado

Magnitud [dB]
5
T
|

-40 =
10 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.26: Diagrama de Bode de magnitud para el filtro Butterworth pasa-
banda diseniado.

Errores

Los errores que se pueden presentar en el desarrollo de un problema de estas
caracteristicas son muy variados, pues los tépicos involucrados en su desarrollo
son multiples. A continuacién se presentan los errores més frecuentes.

Error 1 Errores en la manipulacién algebraica de las expresiones (omisién de
algin factor jw, escalamiento incorrecto, de-normalizacion errénea, entre
otros).

Error 2 El orden del denominador obtenido para la transferencia de un filtro
pasa-banda resulta impar. Siempre el resultado obtenido para la trans-
ferencia de un filtro pasa-banda considerara que su denominador sea de
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orden par. Esto ocurre debido al escalamiento al cual es sometido un fil-
tro pasa-banda para transformar sus especificaciones a las de un filtro
pasa-bajos normalizado.

Error 3 Transformacién incorrecta de las especificaciones de magnitud dadas
en dB a valores reales. Resulta importante recordar que [H(jw)lagg =
20log [H(jw)|. Esta conversion es utilizada comtinmente en el drea de las
telecomunicaciones, pues es més facil de manipular que niimeros excesiva-
mente pequenos o muy grandes.

Error 4 Combinacién de factores jw con polinomios en s. Debe recordarse que
la manipulacion algebraica debe efectuarse considerando sélo uno de los
dos factores. La razén conceptual detréas de esto considera que en el primer
caso se estd trabajando en el plano de la frecuencia, mientras que en el
segundo se abarca todo el plano s; una segunda razoén resulta de caracter
analitico, ya que el resultado expuesto carece de sentido al combinar ambos
factores.

Una variante de interés

El problema de disefio de un filtro pasa-banda puede ser analizado conside-
randolo como dos sub-problemas, pues la respuesta en frecuencia de este tipo de
filtros se puede disenar como la conexién de un filtro pasa-altos y un filtro pasa-
bajos en cascada, siempre y cuando la frecuencia de corte del filtro pasa-bajos
sea mayor a la frecuencia de corte del filtro pasa-altos. El diagrama de bloques
presentado en la figura 4.27 ilustra esta idea.

H(s)

Hpg(s) Hpa(s)

Figura 4.27: Implementacién alternativa de un filtro pasa-banda.

De acuerdo a lo anterior, las especificaciones indicadas para el filtro pasa-
banda son traducidas a filtros pasa-bajos y pasa-altos con frecuencias de corte
w2 vy w1 respectivamente, donde w, > ws.

Sin embargo, las especificaciones en el enunciado principal sélo indican la
frecuencia central w, y el ancho de banda Byy. Segun la definicién de los para-
metros anteriores, se tiene

Wo = 1/We1We2 (4.171)
Bw = wer — weq (4.172)
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A modo de ilustracion, una
amplificacién de 40 [dB]
corresponde a un factor de
100, en tanto que una
atenuacion de 40 [dB] es
equivalente a un factor de
1/100.
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Reemplazando los valores numéricos de wo y By en (4.171) y (??) se obtiene

10* = /We1 Wes (4.173)
10° = wez — wey (4.174)
)

La resolucién del sistema de ecuaciones conformado por (4.173) y (4.174
conducen a wey = 9,51-10% [rad/s] y wea = 10,51-10% [rad/s]. En consecuencia,
el diseno del filtro pasa-banda se subdivide en el diseno de un filtro pasa-altos
con frecuencia de corte en weq = 9,51- 103 [rad/s] y de un filtro pasa-bajos con
frecuencia de corte en we, = 10,51 - 103 [rad/s].

Las restricciones de atenuacion dadas en el enunciado se transforman seguin:

Hpg (jwer ) Hpa (jwer )l g < —15[dB] (4.175)
Hpg (jwe2)Hpa (jwez)l45 < —10[dB] (4.176)

Donde Hpg(s) corresponde a la transferencia del filtro pasa-bajos y Hpa (s)
corresponde a la transferencia del filtro pasa-altos que se utilizard para imple-
mentar la transferencia del filtro pasa-banda H(s).

Dado que el diseno se debe efectuar sobre dos transferencias en vez de una,
entonces se tendrd un grado de libertad en la implementacion de los filtros, pues-
to que serd necesario especificar la respuesta en frecuencia de uno de los filtros
para determinar completamente el comportamiento del filtro complementario.

Una posible simplificacién al conjunto de ecuaciones (4.175) y (4.176) con-
sidera la aproximacién Hpg(jwe1) = 1y Hpa (jwc2) = 1, por lo que el sistema
resulta en

Hpa(jwer)lgp < —15[dB] (4.177)

|HPB (jw02)|d]3 < _1O[dB] (4178)

No obstante, dicha aproximacién falla cuando w1 y w¢2 estan muy cercanos,
puesto que el supuesto efectuado requiere filtros de gran orden para cumplir con
las desigualdades (4.177) y (4.178).

Ahora bien, el diseno de los filtros pasa-altos y pasa-bajos se efectiia siguien-
do los pasos ilustrados en las secciones 4.4.2 y 4.4.3.

4.4.5. Diseno de filtros Butterworth elimina-banda

Problema 4.10.
El problema presentado en esta seccién permitira ilustrar el procedimiento de
diseno de filtros Butterworth elimina-banda.

Se desea implementar un filtro Butterworth elimina-banda que posea un
ancho de banda de rechazo de 103 [rad/s] a una frecuencia central de w, =
2-10% [rad/s], de forma que presente una atenuacién mayor a 15[dB] a w; =
2,01-10% [rad/s] e inferior a 2 [dB] a w, = 2,4 - 10* [rad/s].

4.10.1 Determine el orden minimo del filtro Butterworth que cumple con las
especificaciones entregadas.
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4.10.2 Obtenga la transferencia H(s) del filtro elimina-banda solicitado.

4.10.3 Dibuje el diagrama de Bode correspondiente a H(s).

Solucion

Para resolver este problema se debe proceder de la misma forma que en las
secciones anteriores, pues las especificaciones dadas para un filtro elimina-banda
deben ser escaladas a restricciones para un filtro pasa-bajos normalizado. Dicho
escalamiento es efectuado mediante

wa
| Tl‘ ’ o 2 wz ( )
O bien, puede efectuarse en el plano s a través de La normalizaciéon en el plano
jw es equivalente a la
Bws normalizacion en el plano s,
Sn= (4.180) e P
s2 + w, sustituyendo s = jw.

Aplicando la expresién (4.179) para escalar las frecuencias wq y wz, se ob-

tiene
1O3w1
lwn, | = ‘4]08_0.,12 =5,012[rad/s] (4.181)
]03(1)1
|wnz| = ’4]08_(”22 =0,136 [rad/s] (4.182)

Una vez escaladas las frecuencias wi y w3 a un filtro pasa-bajos normalizado,
entonces se puede estudiar el orden del filtro que cumple con las especificaciones
senaladas en base a los mismos requerimientos senalados en el enunciado, pero
aplicados a las frecuencias normalizadas wyq, y Wn,.

El procedimiento para encontrar el orden minimo del filtro puede desarro-
llarse de dos formas: la primera de ellas consiste en un tratamiento analitico,
mediante la resolucién de la expresién (4.108); en tanto, el segundo método
requiere el uso de graficos de la respuesta en frecuencia de los filtros Butter-
worth normalizados, de los cuales se elegira el orden menor que cumpla con las
especificaciones entregadas.

Aplicando el método analitico a la resolucién de este problema, se tendréan

las siguientes desigualdades La funcién 20log(+)
transforma la magnitud real de
1 (4.108) a dB.
20log | —=] <15 (4.183)
1+ (wn, )"
1
20log| ——| >—-2 (4.184)
T+ (wn,)™
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El desarrollo de las expresiones (4.183) y (4.184) llevan a

1+ (wn,)*™ > 1034 (4.185)

V1 + (wn,)*™ < 101/10 (4.186)

Obteniéndose posteriormente

(Wi, )™ > 102 -1 (4.187)
(Wi, )™ < 10/° -1 (4.188)

Aplicando la funcién logaritmo a ambos lados de las desigualdades (4.187)
y (4.188), se tendrd

21 log|wy, | > log ‘103/2 - 1‘ (4.189)
2n log|wn,| < log ’101/5 — 1‘ (4.190)

Es en este paso en donde hay que proceder con precaucién, pues la funcién
logaritmo puede entregar valores en todo el conjunto de los niimeros reales.
Por consiguiente, debe verificarse que cada una de las expresiones presentes
en (4.189) y (4.190) sean mayores o menores a cero, lo cual es equivalente a
comprobar que cada uno de los argumentos de las funciones logaritmo sean
mayores o0 menores a 1.

Asi, por ejemplo, en la expresién (4.189), dado que wy, y 103/2 — 1 son
valores mayores a 1, entonces se tendra que el logaritmo serd siempre positivo,
por lo cual la desigualdad no cambiara su relaciéon al multiplicar o dividir por
dichas expresiones.

Sin embargo, en la expresién (4.190), tanto w,, como 10'/5 —1 son valores
menores a 1; en consecuencia, una multiplicaciéon o divisién por alguno de estos
factores implicard un cambio en la relacién de desigualdad presente en esta
inecuacion.

Finalmente, considerando las precauciones anteriores, las expresiones (4.189)
y (4.190) resultan en

log [103/2 —1
log [10¥2 —1] 1,06 (4.191)
2 log lwn, |
log [107/5 —1
log [10V2 —1] 0,134 (4.192)
2 log |wn,|
Es poco usual que las cotas Dado que la restriccién (4.191) acota més al conjunto solucién que la expre-

inferiores para el orden del sién (4.192), entonces se tendrd que el orden minimo del filtro a ser disenado

filtro sean nimeros enteros, debe ser igual a 2.
por lo cual la solucidn siempre Gréficamente, la solucién al problema propuesto requiere que las curvas de
se redondeard al entero yoqhesta en frecuencia de los filtros Butterworth normalizados sean intersecta-
SUPETIOT- qas con las restricciones impuestas para el problema. Lo expuesto estd descrito
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por la figura 4.28, en donde se aprecia que la segunda restriccién es satisfecha
por todos los filtros, en tanto que la primera restricciéon no es cumplida por el
filtro de primer orden; por lo tanto, el orden minimo predicho graficamente es
2, lo cual concuerda con lo establecido en (4.191).

Diagrama de magnitud de filtros Butterworth normalizados
10 T ————— T I A : :

o
S
S 30
2
% —40+
= orden 1
%0 orden 2
60 H orden 3
orden 4
-70H rest. 1 - B . B -
= = =rest. 2
-80 1 1
107 107 10° 10’

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.28: Interseccion de las restricciones impuestas en el problema con la
respuesta en frecuencia de los filtros Butterworth normalizados.

La transferencia de un filtro pasa-bajos Butterworth de segundo orden co-
rresponde a

1

H(spn) = ———F5——
(“) Sn2+\/zsn+1

(4.193)

La de-normalizacién de la expresién (4.193) requiere aplicar el resultado
expuesto en (4.180), tomando By = 103 [rad/s] y w, = 2-10% [rad/s], lo cual
resulta en

B (s +4-10%)2
s 4141453 +8,01- 10852 45,66 10" s +1,6- 1017

H(s) (4.194)

El resultado expuesto en (4.194) es de orden 4, siendo que la transferencia
obtenida para el filtro pasa-bajos normalizado es de 2. La razén del aumento
del orden del filtro obedece a que el escalamiento efectuado es de orden 2 (de
acuerdo a la expresién (4.180)). En consecuencia, cualquier de-normalizacién a
un filtro elimina-banda tendrd un orden que sera el doble del filtro pasa-bajos
normalizado que dio lugar a dicha transferencia. Esta razon es la que explica
que toda transferencia de un filtro elimina-banda (o pasa-banda) sea siempre de
orden par.

La implementacion fisica de la transferencia 4.193 puede efectuarse separan-
do la transferencia (4.194) en dos transferencias de segundo orden, las cuales
resultaran en

_ s2+4-108 s2+4-108
T s2+4+719,607 s 4+ 4,144 - 108 s2 + 694,607 s + 3,861 - 108

H(s) (4.195)
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Cada una de las transferencias de segundo orden presentadas en (4.195) pue-
de ser implementada en forma independiente mediante el uso de amplificadores
operacionales (AO), entre los cuales se cuenta la implementacién mediante FAU,
la cual resulta ser comunmente la forma mas sencilla.

Al esbozar el diagrama de Bode de la transferencia (4.194), se obtiene el
grafico presentado en la figura 4.29. Note que los requerimientos de diseno son
satisfechos por la respuesta en frecuencia del sistema.

Por ultimo, si se desea aumentar la ganancia del filtro disenado a un valor
m, sélo basta con instalar un amplificador operacional de ganancia m a la salida
del filtro. Con ello se logra que la respuesta en frecuencia del filtro se desplace

hacia arriba en el diagrama de Bode de magnitud en una cantidad igual a
20 log(m) [dB].

Diagrama de Bode de magnitud del filtro elimina—banda disefiado

wr

=100 1

Magnitud [dB]

=150 - 1

-200 - n

—-250
10

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.29: Diagrama de Bode del filtro Butterworth elimina-banda disenado.

Errores

El desarrollo de un problema con estas caracteristicas puede tornarse comple-
jo si los conceptos de normalizacion y respuesta en frecuencia no son dominados
completamente por el estudiante. A continuacién se enumeran los errores méas
frecuentes cometidos en ejercicios de este tipo.

Error 1 Invertir el escalamiento expresado en (4.180). Este error es muy fre-
cuente, pues la similitud de esta expresién con la expuesta en (4.164) es
considerable. Esto se debe a que la respuesta en frecuencia de un filtro
elimina-banda es el reciproco de la respuesta en frecuencia de un filtro
pasa-banda, considerando que ambas poseen la misma frecuencia central
y ancho de banda. Por lo tanto, es méas sencillo comprender la operatoria
de escalamiento de uno de estos filtros, pues el filtro restante sufre un
escalamiento en frecuencia que corresponde al reciproco del otro.

Error 2 Tratamiento incorrecto de ntimeros complejos. Si bien este error es
comun a todos los problemas desarrollados en este capitulo, se insiste en
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la importancia de un dominio de la operatoria con nimeros complejos,
pues sus aplicaciones en la resolucion de problemas son extensas.

Error 3 Despeje incorrecto de las desigualdades presentadas en (4.189) y (4.190).

El tratamiento simbdlico de estas desigualdades requiere que se verifique
constantemente si los factores implicados en la inecuacién son mayores a 0
0 no, pues una multiplicacién o divisién por alguno de estos factores puede
incidir en la inversién de la relacién de desigualdad.

Error 4 Errores en la de-normalizacién de la transferencia (4.193). Una veri-
ficacién rapida del resultado consiste en corroborar que el grado relativo
de la transferencia resultante sea O y que el orden del polinomio del deno-
minador sea par. Si bien esto no garantiza que el desarrollo numérico esté
correcto, sirve para descartar posibles errores por de-normalizacién.

Una variante de interés

Consideremos ahora que existe una nueva restricciéon de diseno, la cual es-
tablece que el filtro debe cumplir con una atenuacién mayor a 12[dB] a una
frecuencia de w3 = 1,97 - 10% [rad/s]. Nuevamente, se procede a efectuar el
célculo de la frecuencia normalizada, la cual resulta en

Bw w3

o~ — W3

|wTL3| = ‘

Posteriormente, los requerimientos dados para w3 constituyen las mismas
restricciones para el filtro normalizado a una frecuencia de wn,. En consecuen-
cia, el orden minimo del filtro que cumple con las especificaciones entregadas
estara dado analiticamente por

20 log B S P (4.197)

T+ (wn, )™

Lo cual lleva a
2n log |wan,| > log ‘106/5 — 1‘ (4.198)

dado que todos los argumentos de las funciones logaritmo presentes en (4.198)
son mayores a 1, entonces no existird inversién en la desigualdad propuesta. En
consecuencia, el orden minimo del filtro que satisface la restriccién impuesta
estd dado por

log |106/5 — 1‘

~2 4.1
2 log |wn,| 68 (4.199)

Es decir, el orden minimo del filtro pasa-bajos normalizado que cumple con

la restriccién es n = 3. Por ende, la transferencia presentada en (4.193) se-
ria de tercer orden y, en consecuencia, la transferencia resultante para el filtro
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elimina-banda de-normalizado seria de orden 6 (el doble de la transferencia nor-
malizada).

Por lo tanto, se debe poner especial atencion en la condicién de diseno maés
restrictiva, pues ésta serd la que determine el orden del filtro, cumpliendo ademés
las restricciones mas débiles.

4.5. Filtros Chebyshev.

4.5.1. Determinacién de transferencias de orden n

Problema 4.11.

Hasta ahora se ha analizado el procedimiento de diseno de filtros de tipo But-

terworth en base a las restricciones impuestas por los requisitos del sistema.
Ahora se procedera a ilustrar un segundo tipo de filtro, denominado Chebys-

hev, cuyas ventajas y desventajas en comparacion con los filtros Butterworth

quedaran expuestas en el siguiente problema.

4.11.1 A partir de la teoria de los filtros Chebyshev, evalie |H(jw)| para un fil-
tro pasa-bajos de segundo orden para w; = 0,5 [rad/s] y w; = 2,3 [rad/s].

4.11.2 ;Cudl es la relacién entre los polos de un filtro Butterworth y un filtro
Chebyshev?

Solucion

La teoria de filtros Chebyshev establece que la magnitud de la transferencia
H(jw) estd definida como

1

- A 2
H{w)[" = M(w) _]+£2Cn(w)2

(4.200)

Donde ¢ corresponde al ripple o rizado presente en la respuesta en frecuencia de

la transferencia [H(jw)|, tal como se presenta en la figura 4.30. Por otra parte,
Cn(z) constituye un polinomio sobre z de orden n, tal que C,,(0) = cos (nm/2).
Asi, C(z) se define como

Cn ={C°S(“ arccos (z)) — silzl <1, (4.201)

cosh (narccosh (z)) si|z| > 1.

A partir de la expresién (4.201), es posible establecer que C, (1) =1, por lo
que M(1)? corresponde a
1
1 +e?
Ahora bien, la determinacién del polinomio C,(z) puede efectuarse reali-
zando un cambio de variable tal que cos(x) = z, por lo que C,(z) resulta en

M(1) (4.202)

] Cnl(z) = cos(nx) (4.203)
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IH(jw)]

0 1 w

Figura 4.30: Respuesta en frecuencia de un filtro Chebyshev pasa-bajos norma-
lizado.

Utilizando la propiedad trigonométrica que cos(nx) se puede expresar como
funcién de potencias de cos(x) (o sea, de z), se llega a que C, (z) es un polinomio
en z.

Asi, empleando la expresion (4.201) se obtiene el polinomio en z de orden 2
como

Ca(z) = cos(2x) =2 cos?(x) — 1 (4.204)
Efectuando el reemplazo z = cos(x) en (4.204) se obtiene
Ca(z) =22° —1 (4.205)
Reemplazando (4.205) en (4.200) resulta
1
M(z)? (4.206)

T A2 422 11 + €2
Para transformar la expresién (4.206) desde z a w basta con reemplazar
z = w, lo cual resulta en

1

M(w)?* =
(w) 4e? w* —4e? w? 4+ 1+ €2

(4.207)

Para obtener un ripple de 3 [dB], se debe ajustar € de forma tal que se cumpla
20 log(1/v/1+ ¢2) = —3[dB], lo cual resulta en

e=1103/10 1~ 1 (4.208)

Reemplazando el resultado expuesto anteriormente en (4.207), se obtiene
0,25

2 _
M(w)"=-Z—> 05 (4.209)
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Extrayendo raiz a (4.209), resulta

0,5
Vol — w05

A partir de (4.210) es posible evaluar [H(jw)| para los valores entregados en
el enunciado. De esta forma, la evaluacion para w = w7 y w = w> lleva a

Hiw)l = (4.210)

H(jw1)| = 0,8944 (4.211)
IH(jw,)| = 0,1038 (4.212)

El resultado presentado en (4.211) indica una caracteristica importante de
estos filtros (presentada en la figura 4.30): la magnitud en la banda de paso no
es constante. A diferencia de los filtros Butterworth, los filtros Chebyshev no
presentan una magnitud constante en la banda de paso, sino que es variable
acorde al ripple € presente en la transferencia (4.200).

Ahora bien, la determinacion analitica de los polos de un filtro Chebyshev
puede efectuarse tomando como referencia los polos de un filtro Butterworth,
yva que la parte imaginaria de los polos de un filtro Butterworth coinciden con
la parte imaginaria de los polos de un filtro Chebyshev, siempre y cuando se
efectie una normalizacién adecuada.

La igualdad anterior permite deducir la parte imaginaria de un polo Chebys-
hev de orden n en base a su simil Butterworth de orden m. Posteriormente,
este resultado puede ser utilizado para estimar la parte real del polo del filtro
Chebyshev respectivo. Si se define

p= %arcsenh (]) (4.213)

£

Entonces es posible relacionar la parte real oy y la parte imaginaria wy para
el k-ésimo polo de un filtro Chebyshev (sin escalamiento) segin

O'kz (Ukz

senhz(ﬁ) * coshz(ﬁ)

=1 (4.214)

El resultado expuesto en (4.214) indica que los polos que dan origen a un
filtro Chebyshev se encuentran ubicados sobre una elipse centrada en el origen.
Sin embargo, para que la expresién (4.214) pueda ser comparada directamente
con los polos de un filtro Butterworth, ésta debe ser escalada por un factor de
cosh(B), lo cual lleva a

O'kz

— 2 fr—
PRI +w?=1 (4.215)
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Considerando un ripple de 3 [dB] en la banda de paso (tal como se ilustra en
la figura 4.30), se tiene que el rizado ¢ corresponde a

20 log ( ) =-3=¢ex]1 (4.216)

1
V14 g2

Por lo tanto, 3 resulta en
1
B = Earcsenh (1) =~ 0,4407 (4.217)

Utilizando el resultado expuesto en (4.217) y tomando en consideracién que
|wy| = v/2/2 para un polinomio Butterworth de segundo orden, entonces es
posible determinar oy segin

o = —tanh(B)v/1 — w2 &~ —0,2929 (4.218)

En consecuencia, los polos del filtro pasa-bajos Chebyshev de segundo orden
corresponden a

V2

P2 = —0,2929 — j? (4.220)

Por lo tanto, la transferencia para un filtro Chebyshev de orden 2 resulta

1 1
H(s) = = 4.221
(s) (s—p1)(s—p2) s2+0,5858s +0,5858 ( )

El procedimiento ilustrado para la obtencién del filtro Chebyshev de orden
2 puede ser extendido a cualquier orden n, teniendo la precaucion de efectuar
el escalamiento correspondiente a la ecuacién (4.214), de forma que quede ex-
presada como se presenta en (4.215).

La respuesta en frecuencia en magnitud de la transferencia (4.221) se ilustra
en la figura 4.31. En ella es posible apreciar que presenta un ripple de 3 [dB] en
la banda de paso, tal como se predijo tedricamente.

Errores

El problema ilustrado en esta secciéon puede ser fuentes de variados errores,
pues exige un tratamiento analitico y conceptual de un nivel mayor al presentado
en el diseno de filtros Butterworth. A continuacién, se presentan los errores méas
frecuentes.

Error 1 Utilizar la relacién (4.214) para comparar los polos de un filtro But-
terworth con los de un filtro Chebyshev. Dicha comparacion se puede efec-
tuar, pues no existe un punto de referencia en comin para la ubicacién
de los polos de ambos filtros. Es por esto que la ecuacién (4.215) debe
ser utilizada, pues escala los polos de un filtro Chebyshev y los permite
comparar con los polos de un filtro Butterworth, tal como se presenta en
la figura 4.32.
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Se toma la solucion ox <0 en
la expresion (4.218) debido a
que los polos ubicados en el
semi-plano izquierdo del plano
s son los que dan origen a
transferencias estables para los
filtros analizados.

La ganancia a continua de la
transferencia (4.221) es igual
a 1/0,5858 > 1, lo cual

concuerda con la figura 4.31.
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Diagrama de Bode de magnitud de un filtro Chebyshev de segundo orden

Magnitud [dB]
Ia
Il

|
n
=]
1

-30 B . : . -

—40 i R | i A i R | i R,
10" 10” 107" 10 10'
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.31: Diagrama de Bode de magnitud de la transferencia del filtro
Chebyshev normalizado de segundo orden.

Error 2 Evaluar el valor de ripple directamente sobre ¢ en vez de utilizar la
expresién (4.216). Si bien el factor ¢ determina el rizado de la respuesta en
frecuencia en la zona de planicie, ¢ no es directamente el ripple presentado
en la figura 4.30.

Error 3 Errores en el cdlculo iterativo de los polinomios Chebyshev acorde a la
expresion (4.203). A fin de evitar este error, es posible utilizar la igualdad

Cnlz) =22Co 1(2) — Ca2(2) (4.222)

Error 4 Errores en manipulacion algebraica sobre los polinomios de Chebyshev
descritos en este problema. Si bien este error es comun a todos los ejerci-
cios, suele ser normalmente la principal fuente de error en el desarrollo de
expresiones.

Una variante de interés

Una alternativa de solucién al problema planteado es considerar un filtro
Butterworth del mismo orden que el solicitado, para luego trasladar sus polos
a las del respectivo filtro Chebyshev. Asi, por ejemplo, la transferencia para un
filtro Butterworth normalizado de segundo orden estd dada por

1
Hputt(s) = ——————— 4.223
Expandiendo la expresién (4.223) en sus polos, se obtiene
1
Hputt(s) = 4.224
bl = 2 12 4224
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x = o1tanh(B)

Figura 4.32: Distribucién en el plano s de los polos de un filtro Butterworth
(sobre la circunferencia de radio 1) y Chebyshev (sobre la elipse).
Se destacan en rojo los polos que son utilizados para implementar
los filtros analizados.

Finalmente, la transformacién desde un filtro Butterworth a su equivalente
Chebyshev se efecttia multiplicando la parte real de los polos por tanh(f3), donde
B estd definido acorde a la expresién (4.213). De esta manera, la transferencia
(4.224) resulta en

1 1

Hen(s) = = 4.225
n(s) (s + tanh(B)v2/2)2 +1/2 (s +0,2929)2+1/2 (4.225)
Desarrollando (4.225) se obtiene

Hen(s) 1 (4.226)

= 524 0,5858s + 0,5858

Que corresponde al mismo resultado presentado en (4.221).

4.6. Diseno general de filtros activos

Problema 4.12.

En el siguiente ejercicio se plantea un anélisis completo del proceso requerido
para implementar un filtro analégico, comenzando a partir de los requerimientos,
hasta completar el disenio seleccionando las componentes que conformaran la red,
implementada mediante Filtros Activos Universales.

Se desea implementar un filtro activo pasa-banda con una frecuencia central
de wo = 103 [rad/s], con un ancho de banda de By = 300 [rad/s], de forma
que presente una atenuacién mayor a 40 [dB] a w; = 302,7 [rad/s], en tanto la
atenuacién debe ser mayor a 30 [dB] a una frecuencia de w, = 2500 [rad/s].
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4.12.1 Escale las especificaciones a las de un filtro pasa-bajos normalizado con
frecuencia de corte unitaria.

4.12.2 Determine el orden minimo del filtro pasa-bajos normalizado Butter-
worth que cumple con los requisitos dados. Repita el andlisis para un
filtro pasa-bajos normalizado Chebyshev.

4.12.3 Tomando el filtro pasa-bajos normalizado Butterworth de menor orden,
de-normalice e implemente el filtro pasa-banda mediante FAU.

Solucion

Hasta el momento sélo se ha analizado el proceso de normalizacién de las
especificaciones de los distintos tipos de filtros hacia un filtro pasa-bajos norma-
lizado a frecuencia de corte unitaria. Resulta importante enfatizar que el proceso
de diseno finaliza una vez que el filtro queda implementado en forma electrénica,
es decir, mediante componentes pasivas y amplificadores operacionales.

En primera instancia, se deben transformar las especificaciones dadas para el
filtro pasa-banda a requerimientos normalizados segun la transformacién dada
por

2 2

Weo = — W

|| = ’ (4.227)

BWw

El resultado expuesto en (4.227) constituye la transformacién general para
llevar los requerimientos de un filtro pasa-banda (con cualquier ancho de ban-
da B,, y frecuencia central w,) a un filtro pasa-bajos con frecuencia de corte
unitaria, tal como se ha visto en el problema 4.4.4.

Asi, para una frecuencia central de w, = 103 [rad/s] y un ancho de banda
de Bw = 300 [rad/s], la transformacién (4.227) estd dada por

10002 — w? | |106 — w2
300 w 300 w

|wn‘ = ‘

(4.228)

Por consiguiente, para una frecuencia de w; = 302,7 [rad/s], la frecuencia
normalizada equivalente es de

106 — 302,72

3003027 =10 [rad/s] (4.229)

|wn1| = ’

En tanto que una frecuencia de w, = 2500 [rad/s], la frecuencia normalizada
correspondiente es

106 — 25002
300 - 302,7

Entonces, las especificaciones del filtro pasa-banda original, equivalen a las
siguientes especificaciones para un filtro pasa-bajos normalizado:
= Se desea una atenuacién mayor o igual a 40 [dB] a una frecuencia de wy,, =
10 [rad/s].

=7 [rad/s] (4.230)

|wTL2| = ‘
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» La atenuacién presentada por el filtro pasa-bajos normalizado debe supe-
rar (o igualar) los 30 [dB] a una frecuencia de w,, =7 [rad/s].

Una vez transformadas las especificaciones entregadas para el filtro pasa-
banda, se procede a comparar los resultados requeridos a las frecuencias wn, y
W, con las respuestas en frecuencia de los filtros Butterworth (y Chebyshev)
de diferentes érdenes.

Para el caso de los filtros Butterworth, la figura 4.33 presenta el Diagrama
de Bode de magnitud de los cuatro primeros filtros Butterworth pasa-bajos
normalizados, intersectados con las restricciones dadas a las frecuencias wn, y
Wn,. En dicha figura se aprecia que la restriccién a la frecuencia wy, es més
restrictiva que la entregada para wn,, puesto que esta ultima se cumple con
holgura, en cambio la primera restriccién es satisfecha sélo en igualdad por el
filtro de menor orden. Sin embargo, ambas conducen a que el orden minimo del
filtro que satisface las restricciones es n = 2.

Diagrama de magnitud de los filtros Butterworth normalizados
20 T T

orden 1

orden 2
orden 3
orden 4
- = = Rest. o,

2
Rest. o
n

Magnitud [dB]
5

~100 L L L L
107 10” 107" 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.33: Diagrama de Bode para los 4 primeros filtros Butterworth norma-
lizados y su interseccion con las restricciones a las frecuencias wn,
y wnz .

De manera similar, se procede para un filtro Chebyshev. Nuevamente se
intersectan las restricciones normalizadas dadas en (4.229) y (4.230) con las
respuestas en frecuencia de los tres primeros filtros Chebyshev, dando lugar a
la figura 4.34. En este caso, no obstante, los filtros Chebyshev se encuentran
normalizados en ganancia y no en frecuencia de corte, lo cual implica que las
restricciones impuestas al problema seran cumplidas con mayor holgura, puesto
que las frecuencias de corte siempre se encuentran por debajo de la frecuencia
unitaria.

Las transferencias de los filtros Chebyshev fueron deducidas a partir de la
figura 4.32 presente en la seccién 4.5.1, cuyos resultados analiticos corresponden
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a
V2/2
Hen, (sn) = —2 4.231
Ch] ( ) s + \/Z/Z ( )
0,58578
Hen. (sn) = 7775585785 + 058573 (4.232)
22
Hen, (sn) = % (4.233)

(s +0,28562)(s2 + 0,28562 s + 0,7704)

Diagrama de magnitud de los filtros Chebyshev normalizados
20 T T T

orden 1

orden 2
orden 3
- = = Rest. o

Rest.
™

Magnitud [dB]

~100 i i i i

Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.34: Diagrama de Bode para los 4 primeros filtros Chebyshev norma-
lizados en ganancia y su interseccién con las restricciones a las
frecuencias wn, y Wn,.

Segun la figura 4.34, el orden minimo del filtro Chebyshev que satisface las
especificaciones es 1 = 2. Se puede apreciar igualmente que las restricciones son
satisfechas con holgura para ambos requisitos, situacién que se da debido a que
los filtros Chebyshev poseen una atenuacién mayor que los filtros Butterworth
del mismo orden dada una cierta frecuencia.

Una vez determinado los requerimientos del filtro pasa-bajos normalizado
que cumple con los requisitos especificados, se procede a de-normalizar la trans-
ferencia resultante a fin de recuperar el filtro solicitado. En el caso de un filtro
pasa-bajos Butterworth normalizado de segundo orden, la transferencia corres-

ponde a
1

Hy (sp)= ——F+—— 4.234
2 ( n) 52 + \/js + 1 ( )

Empleando la transformacion definida como

2 2 24106
o= S WoT 7410 (4.235)
Bws 300s
Entonces el filtro de-normalizado resulta en
9.10%s?

Hpg(s) = S (4.236)

(s2+234,63s+ 1,24 -105) (s2 + 189,63 s + 8,08 - 10°)
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El resultado expuesto en (4.236) corresponde a la transferencia de un filtro
pasa-banda de cuarto orden con un ancho de banda de By, = 300 [rad/s] y una
frecuencia central de wo, = 103 [rad/s].

Una vez determinada la transferencia del filtro pasa-banda, se procede a su
implementacion electrénica mediante FAU. Para ello, se separa la transferencia
(4.236) en factores de segundo orden, segin

—300's —300's

= : =Hi(s) - H
s2+ 234,635+ 1,24 106 s2 + 189,635 + 8,08 10 1(s) - Hafs)

(4.237)
Cada uno de los factores presentes en (4.237) pueden ser implementados me-
diante FAU, para luego obtener el filtro definido en (4.236) mediante su conexién
en cascada.
Retomando lo analizado en la seccién 4.3.3, en especial la estructura definida
para un filtro pasa-banda segin (4.104):

Kg (wo/Q) s

Hpg(s)

H = 4.238
pe(s) s2+ (We/Q) s + w2 ( )
En donde Kg, we y Q son definidos como
Kg = —kq (4.239)
k3
R S 4.24
Co TV RRGIC, (4.240)
ke (1 +k3)
Para la transferencia Hj(s) definida por
—300s
H = 4.242
18) = 75730635 1 1.24 106 (4.242)
Se tiene que los valores de Kg, w, y Q estdan dados por
—300
Kg = ~ —1,279 4.24
5™ 234,63 27 (4.243)
we =V1,24-106 =~ 1113,6 [rad/s] (4.244)
Wo
— ~4 4.24
Q 234,63 75 (4.24)

Igualando las expresiones (4.239), (4.240) y (4.241) con (4.243), (4.244) y
(4.245), se obtiene

—ky = —1,279 (4.246)
,/L =1113,6[rad/s] (4.247)
R1R,C1C2 ’ '
ke (1+ks)
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Lo cual conduce a que k4 = 1,279 y, en consecuencia, las expresiones (4.247)
y (4.248) correspondan a

1,279 (1 + k3)
2,279

7,535 1
s = 1113,6[rad/s] = —————— = 405,68 [rad/s]  (4.250
R]RzC]Cz / \/R1R2C1Cz / ( )

La expresion (4.250) permite un disefio con una mayor cantidad de grados
de libertad, pues se pueden fijar arbitrariamente 3 de las 4 variables disponibles
para diseno. Por ejemplo, si se escogen Ry =5 [KQ] y C; = C; =1 [uF], lo cual
da lugar a

=4,75 = k3 = 7,535 (4.249)

1
405,682 R,C1C>
Por otro lado, se escogen en forma arbitraria Rz = R4 = 10 [KQ], lo cual
permite implementar completamente la transferencia Hj(s).
Por otro lado, la transferencia H;(s), definida como
B —300s
~ s24189,63 s + 8,08 -10°
Al igual que la transferencia (4.242), los factores Kg, Q y w, estdn definidos
segun

R =1,22 [KQJ (4.251)

Ha(s)

(4.252)

—300
Kg = 189.63 —1,582 (4.253)
wo = Vv8,08-10° ~ 898,89 [rad/s] (4.254)
Wwo
Q= 189,63 4,74 (4.255)
Dado que Kg = —kg4, entonces se cumple que kg4 = 1,582, lo cual lleva a
1,582 (1 +k3) _

6,899 1
(ot = 898,89 [rad/s] = —————— = 34223 [rad/s]  (4.257
R]RzC]Cz / VR1R2C1C2 / ( )

Aligual que en la transferencia H; (s), el resultado expuesto en (4.257) indica
que es posible elegir arbitrariamente 3 de las 4 componentes involucradas, a fin
de satisfacer la igualdad establecida. Escogiendo Ry = 5 [KQ] y C; = C; =
1 [uF], lo cual lleva a

1
T 342,232R,C,Cs

El resultado de la implementacion del filtro pasa-banda disenado corresponde
a los diagramas de Bode de magnitud y fase presentados en las figuras 4.35 y
4.36. En ellos se aprecia que los requerimientos de diseno impuestos inicialmente
en el problema son satisfechos en su totalidad. Sin embargo, vale destacar que
la fase varfa en forma no lineal con respecto a la frecuencia, lo cual tiene un
impacto en la distorsién por fase en la senal de salida.

R, =1,71 [KQ] (4.258)
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Diagrama de Bode de magnitud del filtro pasa-banda

Magnitud [dB]
& A
o o

|
®
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L
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10' 10° ° *

10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.35: Diagrama de Bode de magnitud para el filtro pasa-banda disefiado.

Diagrama de Bode de fase del filtro pasa—banda
200 ——— —— ——— ————

100 -
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Fase []
o
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-200 ! ! !
10 10 10° 10 10
Frecuencia angular [rad/s]

Figura 4.36: Diagrama de Bode de fase para el filtro pasa-banda disenado.

Errores

El problema propuesto en esta seccién puede ocasionar un gran ntmero de
errores, tanto de tipo conceptual, como de tipo analitico. A continuacién se
mencionan los mas frecuentes.

Error 1 Error en la transformaciéon de las especificaciones de un filtro pasa-
banda a un filtro pasa-bajos normalizado. Se debe considerar que la trans-
formacion que rige para estos tipos de filtros estd dada por la expresién
(4.227).

Error 2 Seleccién errénea del orden minimo del filtro que cumple con las es-
pecificaciones requeridas. Lo anterior puede evitarse considerando que la
cota mas restrictiva determinara el orden minimo del filtro a ser utilizado.

Error 3 Errores en la transformacion de un filtro pasa-bajos a un pasa-banda.
Una forma de verificar que la transformacion se efectud correctamente es
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considerar que el orden de cualquier filtro pasa-banda disenado es par.
Por ende, si la transformacion arroja un filtro pasa-banda de orden 3, es
necesario verificar los cédlculos efectuados.

Error 4 Dimensionamiento inadecuado de las componentes utilizadas para la
implementacién fisica del filtro (condensadores de 1[F] o resistores de
0,001 [Q], por ejemplo). Para evitar un mal dimensionamiento, se acon-
seja considerar condensadores cuya magnitud se encuentre entre 1073 a
100 [uF], en tanto que para los resistores, éstos pueden variar entre 0,5 a
500 [KQ)]. Si bien los valores mencionados son arbitrarios, el rango pro-
puesto permite satisfacer limitaciones tanto fisicas como comerciales.

Una variante de interés

Consideremos ahora el caso de un filtro Chebyshev pasa-bajos normalizado
de orden 2. Se analizara la respuesta en frecuencia obtenida para el filtro pasa-
banda que resulta de la transformacién desde un filtro Chebyshev.

Se sabe que la transferencia para un filtro Chebyshev pasa-bajos de segundo
orden estd dada por

0,58578
s2 +0,58578 s + 0,58578

Hen, (sn) = (4.259)

Aplicando la transformacién expuesta en la expresién (4.235) a (4.259), se
obtiene

52720 s?
(2 +97,145+ 1,24 -10°) (s? + 78,59 s + 8,09 - 10°)

Hpg,, (s) = (4.260)

La respuesta en frecuencia de la transferencia (4.260) se presenta en los
diagramas de Bode de las figuras 4.37 y 4.37. En ellos se puede apreciar que
las restricciones impuestas al problema son satisfechas por el filtro Chebyshev
descrito.

Si se comparan las figuras 4.35 y 4.37, se puede observar que la respues-
ta en frecuencia presentada por el filtro pasa-banda Chebyshev presenta una
atenuacion en la banda de rechazo mayor a la que posee el filtro pasa-banda
Butterworth del mismo orden. Sin embargo, el aumento de la atenuacién en la
banda de rechazo se gana disminuyendo la planicie de ganancia en la banda de
paso, tal como se puede apreciar en la figura 4.37.
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Diagrama de Bode de magnitud del filtro pasa—banda

Magnitud [dB]
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Figura 4.37: Diagrama de Bode de magnitud para el filtro pasa-banda Chebys-
hev.

Diagrama de Bode de fase del filtro pasa-banda
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Figura 4.38: Diagrama de Bode de fase para el filtro pasa-banda Chebyshev.

4.7. Ejercicios suplementarios

Problema 4.13. Se implementa un filtro pasivo de tipo elimina banda con
frecuencia central w,, y frecuencias de corte w¢7 y we2. Suponga que el valor
de cada uno de los inductores y los condensadores se divide por 4.;En cuanto
cambian la frecuencia central, las frecuencias de corte y el factor de selectividad

Q7

Problema 4.14. Se disena un filtro pasa banda de segundo orden con un FAU.
Suponga que todas las resistencias exceden en 10 % el valor calculado. ;En qué
porcentaje cambian las caracterfsticas del filtro (frecuencia central, frecuencias
de corte, ancho de banda y factor de selectividad)?

Problema 4.15. Un filtro pasa bajos Butterworth de 6o. orden y frecuencia de
corte 3000 [Hz] es excitado con una sinuoside de frecuencia 4000 [Hz] y amplitud
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igual a 7. Calcule la amplitud de la respuesta estacionaria del filtro.

Problema 4.16. En un filtro elimina banda Butterworth de factor de se-
lectividad Q=10 se especifica una condicién de ganancia para una frecuencia
wi = 0,8w,, donde w, es la frecuencia central. ;A qué frecuencia normalizada
corresponde la frecuencia w1 ?

Problema 4.17. Se disena un filtro pasa altos Butterworth de tercer orden con
frecuencia de corte 1000 [Hz] y ganancia unitaria a frecuencia infinita. ;Cuél es
la ganancia del filtro a una frecuencia de 500 [Hz]?

Problema 4.18. En la figura 4.18, se muestran los lugares geométricos para la
ubicacion de los polos de tres filtros pasabajos de cuarto orden, con frecuencia
de corte 1 [rad/s].

Uno de los filtros es Butterworth y los otros dos son Chebyshev con € = a 'y
e=b,a>b>0

4.18.1 Estime numéricamente la razén entre las constantes de tiempo do-
minantes del filtro Butterworth y el filtro Chebyshev con € = b.

4.18.2 Estime numéricamente los modos naturales del filtro Chebyshev con
€e=a.

0.8

0.6

0.4

0.2

Problema 4.19. Se postula que la respuesta a rampa unitaria de un filtro
Butterworth pasa altos de segundo orden con frecuencia de corte 1000 [rad/s]
y ganancia unitaria a frecuencia infinita, estd dada por

f(t) = Ao + A1t +Be "3 sen(wst 4+ 3)

Demuestre que es una expresion correcta y calcule Ay, Ay, B, 03, w3 y &3
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Problema 4.20. ;Qué orden minimo debe tener un filtro Butterworth pasa
bajos para que la ganancia a w = 1,5 w. sea menor o igual que 0.47 (w, es la
frecuencia de corte)

Problema 4.21. Considere un filtro Butterworth pasa banda de orden 8, fre-
cuencias de corte w1 = 8000 [rad/s] y wez = 12500 [rad/s] ;Qué ganancia
(aproximadamente) tiene el fitro a w = 12000 [rad/s]?

Problema 4.22. Determine el polinomio Butterworth de 3" orden para un filtro
pasabajos de w. = 1200 [rad/s].

Problema 4.23. Dibuje aprorimadamente la caracteristica H(jw)| para un
filtro Butterworth pasabanda con wo = 1000 [rad/s], y Q = 10, para drdenes 2
y 3.

Problema 4.24. Calcule el orden minimo de un filtro Butterworth pasabajos
para que a W = 2W¢, la atenuacion sea de un

a)80%  b)96% (4.261)

Problema 4.25. Determine los modos naturales dominantes de un filtro But-
terworth pasabajos de noveno orden

Problema 4.26. Disene un filtro pasa altos con frecuencia de corte w. = 10
[Krad/s]. Se requiere ademés que a w =5 [Krad/s], la ganancia del filtro sea a
lo sumo igual a 0,1

4.26.1 Calcule la funcién de transferencia del filtro pasa altos H(s)

4.26.2 Proponga una configuracién basada en FAU “s y filtros de primer orden
si es necesario, indicando claramente configuraciones y conexiones.

4.26.3 Calcule las componentes (R’s y C’s) de los circuitos que usted propone
en el punto anterior.

Problema 4.27. Los modos naturales dominantes de un filtro Butterworth
pasa bajos de séptimo orden y frecuencia de corte normalizada igual a 1, tienen
la forma

Ae” 7 cos(wrt + o)

4.27.1 (10pts.) Calcule a7 y wy

4.27.2 (10pts.) Repita el célculo si la frecuencia de corte es 1000 [rad/s].
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Problema 4.28. Calcule |H(jw)| para un filtro pasa banda Butterworth de
orden 16 (dieciséis), con frecuencia central w, = 100 [rad/s] y ancho de banda
B,, =10 [rad/s].

Problema 4.29. Se desea disenar un filtro pasa banda Butterworth con fre-
cuencias de corte wey = 900/4 [rad/s] y wez =400 [rad/s]. Se desea que este
filtro tenga, a lo sumo, ganancia igual a 0,4 para w = 200 [rad/s] y, a lo sumo,
ganancia 0,25 para w = 500 [rad/s]. Calcule el orden minimo del filtro.

Problema 4.30. ;Qué tipo de filtro es el de la figura?

R2 R2

T T° T
Problema 4.31. Un modelo més realista de un amplificador operacional (AO)

es el de la figura. Usando ese modelo, explique por qué la realimentacién debe
hacerse por el terminal negativo del AO, y no por el terminal positivo.

Vi

Problema 4.32. Se necesita disenar un filtro pasa-bajos Chebyshev con fre-
cuencia de corte f. = 1000 [Hz] y € < 0,3, de modo que a una frecuencia f = 2f,
la ganancia del filtro sea, como méaximo igual a 0.1.

4.32.1 Determine la funcién de transferencia del filtro de orden minimo que
cumple las especificaciones.

4.32.2 Calcule los modos naturales dominantes del filtro.

4.32.3 Implemente el filtro con amplificadores operacionales, calculando los va-
lores de todas las componentes.
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Capitulo

REDES DE DOS PUERTAS

5.1. Introduccion

En este capitulo se presentan ejercicios de andlisis de redes de dos puertas,
también llamadas cuadripolos. Estas redes modelan procesamiento de seiales y
de energia, reconociendo dos puertas: una de entrada y una de salida. El rasgo
fundamental de estas redes, es que su analisis se puede realizar exclusivamente en
base a una caracterizacién con cuatro parametros, con independencia de lo complejas
que esas redes pueden ser. El poder de esta filosofia de andlisis requiere que la red
tenga dos caracteristicas esenciales: incluya sélo componentes lineales y no incluya
fuentes independientes en su interior. Esta tltima limitacién no se aplica a las fuentes
controladas, es decir, toda la teoria de cuadripolos es perfectamente aplicable a
aquellos que incluyen fuentes controladas, siempre que la cantidad controladora se
encuentre en el cuadripolo mismo.

Las herramientas que se requieren para el andlisis de los cuadripolos dependen
de la naturaleza misma de la red. Sin embargo, para generalizar los resultados, en
este capitulo se ha usado la Transformacién de Laplace, para caracterizar todos los
pardmetros y las funciones de red. Por supuesto que si el cuadripolo va a procesar
sélo sefales sinusoidales, y se encuentra en estado estacionario, entonces sélo bastara
operar con transformadas fasoriales.

Para entender a cabalidad los problemas desarrollados, el lector debe dominar
métodos de andlisis de redes y la Transformacién de Laplace. Algunos conocimientos
basicos de Algebra de matrices también son necesarios.
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Las redes expuestas en este
capitulo son estudiadas en el
dominio de Laplace s, por lo

que se insta a revisar
previamente el contenido
presente en el capitulo 2 de
este texto.

Se emplea Z.,(s) para definir
una matriz de impedancias y
zij(s) para definir cada uno de
sus pardmetros.
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5.2. Caracterizacion de impedancia de circuito
abierto.

5.2.1. Calculo de los parametros de circuito abierto.

Problema 5.1.

El problema presentado en esta secciéon permitird ilustrar el procedimiento ge-
neral para el calculo de los pardmetros de circuito abierto para una red de dos
puertas

I1(s) Ry L Ls R3 I2(s)

Ry =10 [KQ]

R R, =20 [KQ]

2

Rz =40 [KQ

vite Vi(s) 3 [KQ]
—— Cg L4 =70 [mH]
L5 =30 [mH]

Ce = 10[uF]

Considere la red de la figura. La configuracién presentada constituye una red
de dos puertas.

5.1.1 Determine la parametrizacién de circuito abierto Z_,(s).

5.1.2 ;Cudl es la red equivalente a la descripcién Z,,(s) de la red anterior?

Solucion

Las redes de dos puertas pueden ser vistas como una caja negra con 4 termi-
nales que comunican su red con el resto del mundo. Su comportamiento se puede
definir mediante caracterizaciones que logran definir analiticamente la dindmica
impuesta en la red contenida dentro de la caja negra. La figura 5.1 presenta la
idea ilustrada en este parrafo.

Una de las caracterizaciones anteriores la constituye la parametrizacion de
circuito abierto o matriz de impedancia Z_,(s). La definicién de esta parame-
trizacién esta dada por

{Vﬂs)} _ |:Z11(5) Z1z($)} {11(5)] (5.1)
Vo(s)|  [z21(s) z22(s)| [I2(s) ’
Z. (s)
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I1(s) I5(s)
- R
T RED T

Vil(s) Va(s)

Figura 5.1: Generalizacién de una red de dos puertas.

El célculo de cada uno de los términos zij(s) estd definido como

z1(s) = \1/11((5)) . (5.2)
z12(s) = \1/21((58)) o (5.3)
21(s) = \1/12((;) o (5.4)
222(s) = \1/22((;) \ (5.5)

En base a las definiciones expuestas en las ecuaciones (5.2) a (5.5), se pro-
cede a calcular la parametrizacién de circuito abierto de la red de dos puertas
entregada en el problema. Asi, el parametro z11(s) puede ser calculado analiti-
camente considerando sélo la existencia de la corriente I;(s), haciendo cero la
corriente I;(s). Lo anterior implica que la rama donde se encuentran Rz y Ls
no interviene en el calculo de dicho parametro. En consecuencia, el parametro
z11(s) estd dado por

Vi (s) 1 7s2+3-10°s+107

=R1+R2+SL4+E— 100s (5.6)

z11(s) =

Siguiendo el mismo procedimiento, el parametro z;2(s) puede ser calculado
como

1 3s2+6-10°s+107
—R3+R2+SL5+@— ]OOS (57)

z22(s) =

El resultado expuesto en (5.7) se obtiene en forma inmediata al considerar
que la corriente I;(s) es nula, lo cual conlleva a que la rama izquierda de la red
no afecta el cdlculo del pardmetro z>(s).

Hasta el momento, el calculo de estos pardmetros puede efectuarse mediante
simple inspeccién. Sin embargo, en configuraciones mas complejas, el resultado
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no es tan evidente. En dichos casos se puede proceder mediante la definicién
efectuada en forma directa, esto es, considerando una fuente de alimentacién
conocida (ya sea de tensién o corriente) y encontrando la relacién con su variable
asociada (tensién o corriente) en funcién de la variable impuesta por la fuente
de alimentacién. De esta manera, el cociente dado segin (5.2) a (5.5) entregara
el resultado correcto.

Por otra parte, para el cdlculo de z12(s) y z21(s) se necesita efectuar un
andlisis mas detallado. Segun la definicién (5.3) y (5.4), las variables que deben
ser consideradas en cada calculo son cruzadas, es decir, no corresponden al
cociente entre tensién y corriente de una de las puertas, sino que el cociente
considerado toma la tensién de una puerta y la corriente de la puerta opuesta.
Asf, en el caso de z13(s) se tiene que

Vi (s) B 1 2.10%(s+5)

En el caso expresado en (5.8), el resultado se obtiene considerando una de
las variables impuesta por una fuente de alimentacién (en este caso, la corriente
I>(s)) y la otra dependiente de la primera (para el caso en estudio, la tensién
Vi (s)).

Por 1ltimo, el pardmetro z;7(s) se obtiene de forma andloga al pardmetro
z12(s), resultando en

Vs (s) \ 1T 2-10*(s+5)
I (s) 7R2+@7 s

(5.9)

Observe que el resultado dado en (5.9) es el mismo presentado en (5.8). Esta
relaciéon no es una casualidad, pues en una caracterizaciéon de circuito abierto,
se cumple que z12(s) = z21(s), si la red estd conformada sélo por elementos
resistivos (R), inductivos (L), capacitivos (C), transformadores ideales (T.I.) e
inductancias mutuas (M).

Ahora bien, dada la representacién Z_.,(s) para la red descrita, es posible
establecer una descripcién equivalente mediante una red que exprese en forma
general la caracterizacién de circuito abierto. Para ello, se puede notar que los
pardmetros z11(s) y z22(s) constituyen funciones racionales en s que pueden
ser asumidas como impedancias, en tanto que los pardmetros cruzados zq2(s)
y z21(s) constituyen factores asociados a fuentes de tensién dependientes de
corrientes. En consecuencia, y en base a las definiciones de los pardmetros de
Z,.(s) dadas en (5.2) a (5.5), la caracterizacién de circuito abierto puede ser
descrita mediante la red presentada en la figura 5.2.

Cuando se tiene el caso en que z12(s) = z21(s), entonces la caracterizacién
de circuito abierto puede reducirse a la red presentada en la figura 5.3. El equi-
valente ilustrado en la figura anterior es conocido como equivalente T. En dicha
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Li(s) _znls) z22(8)  1,(s)
——] 1 — L
+ o+
Vi (s) z12(s) I2(s) z31(s) I1 (s) V5 (s)

Figura 5.2: Red equivalente en base a la caracterizacion de circuito abierto.

figura se asume que las equivalencias corresponden a

Zy(s) = z11(s) — z12(s) (5.10)

Z5(s) = z22(s) — z21(s) (5.11)

Z3(s) = z12(s) = z21(s) (5.12)
I (s) Z1(s) Z5(s) L(s)

Vil(s) Z3(s) Va(s)

Figura 5.3: Equivalente T para una red de dos puertas conformada por R, L, C,
My TL

Errores

El problema propuesto constituye la aplicacién del concepto de redes de dos
puertas; por ende, los errores mas frecuentes en este tipo de ejercicios se asocian
a este topico. A continuacién se mencionan los errores mas frecuentes.

Error 1 Considerar la igualdad z12(s) = z21(s) aun cuando la red esté com-
puesta por fuentes controladas. El resultado dado anteriormente sélo rige
para el caso de redes conformadas tinicamente por resistores, condensado-
res, inductores, transformadores ideales e inductancias mutuas.

Error 2 Calcular los pardmetros zi;(s) de forma errada, ya sea invirtiendo las
relaciones presentadas en (5.2) a (5.5) o bien intercambiando las defini-
ciones efectuadas. Un método para evitar la confusién anterior consiste
en recordar que los pardmetros en la diagonal constituyen impedancias,
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en consecuencia deben relacionar las variables asociadas a una sola puer-
ta; en tanto que los pardmetros de la contradiagonal son coeficientes de
fuentes dependientes, por lo tanto su definicién debe incluir variables de
ambas puertas. Ademads, dada su naturaleza de impedancia, siempre son
la divisién de una tensién (V7 o V2) por una corriente (I; o I,).

Error 3 Confundir las transformadas de Laplace para los elementos consti-
tutivos de la red (resistores, condensadores e inductores). Para evitar lo
anterior, se sugiere recordar el caracter derivativo de la corriente en el ca-
so de los inductores (asociado a s en el dominio de Laplace) y el cardcter
integrativo de la corriente en el caso de condensadores (asociado a s~! en

el dominio de Laplace).

Error 4 Manipulacién errada de los términos asociados a los parametros zij(s),
tales como errores de arrastre y algebraicos.

Una variante de interés

Consideremos ahora la red de dos puertas anterior a la cual se conecta en
su puerta 2 una impedancia de carga Z.(s). Bajo esta nueva situacién, se desea
conocer la transferencia V2 (s)/V;(s) en funcién de la caracterizacién de circuito
abierto presentada para el problema anterior. La figura 5.4 ilustra graficamente
el problema planteado.

I1(s) I2(s)

+

Vi(s) () RED Ze(s) Vi(s)

Figura 5.4: Red de dos puertas con impedancia de carga Z.(s).

De acuerdo a la definicién de la red de dos puertas bajo una caracterizaciéon
de circuito abierto, es posible establecer las siguientes ecuaciones

Vi(s)
Va(s)

11(s) Ii(s) +z12(s) Ia(s) (5.13)

=z
= z21(s) I1(s) + z22(s) 12(s) (5.14)
Despejando I (s) de (5.13) resulta

1 Vi (s) — z12(s)
z11(s)

Ii(s) =

= L(s) (5.15)
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Reemplazando el resultado expuesto en (5.15) en (5.14) se obtiene

Va(s) = 218y, ) - Zalslzanls) gy 6 a(s) (5.16)
Z11 (S) z11(s)
Pero

_zaszn () g ) = S e g (s

z11(s) z11(s)
Utilizando (5.17) en conjunto con la igualdad Ix(s) = —Va(s)/Z.(s) en

(5.16), se obtiene
det Z.,(s) _z21(s)

(1 * z11(s) Zc(S)) Vals) = ZH(S) Vits) (5.18)

Despejando la transferencia V> (s)/Vi(s) en (5.18) se obtiene

Vao(s) 221(s) Z¢(s) (5.19)
Vi(s)  zi1(s) Ze(s) +det Zo(s) '

El resultado presentado en (5.19) es independiente de la topologia interna
de la red, siempre y cuando se satisfaga que z11(s) Z¢(s) +det Z.,(s) # 0.
En el caso bajo estudio, la transferencia (5.19) lleva a

Va(s)  2(s+5)Z.(s)
Vi)~ pls) (5:20)

En donde p(s) estd definido como

p(s) = (7-107%s% +3s + 10) Zc(s)
+2,1-1077s3 40,5152 +1,4-10°s +5-10°  (5.21)

5.2.2. Procedimiento general de analisis para la obtencién
de la caracterizacién de circuito abierto.

Problema 5.2.

En esta seccion se ilustrard un método general para la obtencién de la carac-
terizacién de circuito abierto cuando la red estd compuesta por R, C, L, M y
T.L
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Ls) 48 Z3(s) Zs(s)  1,(s)
_—1 ' Zi(s) =25 +1
Zy(s)=s+1
Vi (s) Z>(s) Z4(s) Vo(s)  Z3(s)=5
Z4(s) =4s+3
Z5(s)=3s+2

Considere la red de la figura, la cual estd compuesta tinicamente por elemen-
tos resistivos e inductivos.

5.2.1 Aplicando el método de mallas, determine la matriz que relaciona las
corrientes de mallas con las tensiones de la red.

5.2.2 En base al resultado anterior, determine la caracterizacién de circuito
abierto de la red, Z_.,(s).

Solucion

Dado que la red propuesta estd compuesta sélo por elementos inductivos
y resistivos, entonces es posible aplicar un método general para la obtencion
de la caracterizacién de circuito abierto. La deduccién realizada en cuanto a la
estructura de la red se puede efectuar mediante una inspecciéon de elementos
derivativos (relacionados a la variable s), los cuales estdn asociados a elemen-
tos inductivos; elementos integrativos (asociados a la variable s~') que se rela-
cionan directamente a elementos capacitivos; y nimeros reales positivos, cuya
interpretacién corresponde a elementos resistivos. Cabe destacar que todos los
coeficientes asociados a las variables en s deben ser mayores a cero para que la
afirmacién propuesta sea valida.

Z1(s) Z3(s) Zs(s)

—L= —]
7N a

Vi(s) Li(s) Z2(s) I5(s) Za(s) 1,(s) Va(s)

-/

Figura 5.5: Definicién de las corrientes de malla en la red propuesta.

Definiendo el sentido de las corrientes tal como se presenta en la figura 5.5,
es posible aplicar el método de mallas mediante inspeccién visual, lo cual lleva
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3s4+2 0 —s—11 [Ii(s) Vi (s)
0 7s+5 4s+3| |Ia(s)| = | Vals) (5.22)
—s—1 4s+3 5s+9]| [I3(s) 0

El método de mallas asi aplicado permite obtener en forma directa una
matriz que relaciona las tensiones de la red con las corrientes de malla segin
Z(s)I(s) = V(s).

Ahora bien, para determinar en forma explicita la parametrizacion de cir-
cuito abierto, es necesario aplicar un método general de particién a las matrices
conformadas mediante el método de mallas, segiin

-II(S)_ _V1(s)_
‘ I>(s)
Zuls)i Zials) |y ’\’/’%(’?’)’ (5.23)
Z,(s)iZy;(s) )
L] Lol

En donde se cumple que las dimensiones de las matrices particionadas son:

Z,,(s) € C**2 (5.24)
Zy,(s) e C¥In2) (5.25)
Zy(s) eCm2)x2 (5.26)
Zy,(s) e cin2)x(n=2) (5.27)

En consecuencia, dada la particién anterior, es posible escribir el siguiente
conjunto de ecuaciones matriciales

I
Ii(s) v
;11(5) 12(5) +;]2(3) : — Vz(S) (528)
[In(s)]
13(8)_ _0
Za Y] #2201 | 1| = (5.29)
[In(s)] [0
(5.30)
Despejando las corrientes de malla I3(s) a L, (s) de la ecuacién (5.29), se
obtiene
I3(s) Ls)
. = _;22(5)71;21 (S) |:I;(z):| (531)
Ln(s)
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Reemplazando el resultado expuesto en la expresién (5.31) en (5.28) y agru-
pando términos, resulta

—
wv »n

(@)~ 2ia9Zals "2 [0 = V] | 62

Por lo tanto, la caracterizacién de circuito abierto para la expresion (5.32)
estd dada por

;Ca(s) :;11(3) —;12(3);22(3)7];21(3) (5-33)

Retomando el problema principal y empleando la expresién (5.23) para par-
ticionar a (5.22), se obtiene

3512 0 j—s—1] |DE [wils)
,,,,, 0 7s+5i4s43 | | Lals)| = | vy(s) (5.34)
—s—14s+3:55s+9 I (s) o
De donde es posible deducir que
_3s+2 0
Zy(s) = { 0 7s+ 5] (5.35)
—s—1
Zy5(s) = {43 i 3] (5.36)
Zy(s)=[-s—1 4s+3] 5.37)
Zzz(s) :53+9 38)

Empleando las ecuaciones (5.35) a (5.38) en (5.33), se obtiene la parametri-
zacién de circuito abierto de la red propuesta, la cual corresponde a

1 14s2+355s4+17 (s+1)(4s+3)

A T5s+9 | (sH1)(4s+3) 1952 4 64s + 36

Zcqls) (5.39)

El resultado expuesto en (5.39) cumple con la propiedad z;12(s) = z21(s), lo
cual concuerda con el hecho de que la red presentada cumple con ser conformada
tUnicamente por elementos resistivos e inductivos.

Errores

Los errores asociados a un problema con estas caracteristicas pueden ser
muy diversos, pudiendo encontrar su base tanto en razonamientos conceptuales
como en la manipulacién algebraica efectuada con las matrices. A continuacién,
se mencionan los errores més frecuentes.
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Error 1 Anélisis incorrecto de la red mediante el método de mallas. El estudio
propuesto para la red implica que es posible construir la ecuacién matricial
que da lugar luego de aplicar el método de mallas por simple inspeccion.
Lo anterior considera que es posible determinar en forma inmediata cuéles
términos son sumados o restados en cada término de la matriz. Asi, por
ejemplo, las corrientes definidas en sentidos opuestos y que comparten a
un elemento dan lugar a sustracciéon de términos, en tanto que corrientes
en el mismo sentido que comparten un elemento dan lugar a la adicién de
términos.

Error 2 Particién incorrecta de la matriz deducida a partir del método de
mallas. Para evitar el error anterior se debe considerar las dimensiones ex-
puestas en las expresiones (5.24) a (5.27). Bajo la particién antes expuesta
es posible conseguir el resultado presentado en (5.33).

Error 3 Obtener una caracterizacién de circuito abierto que no cumple z12(s) =
221(s) para el caso de redes conformadas por R, L, C, M y T.I. Dado que las
redes analizadas en esta seccién no poseen fuentes dependientes, entonces
se debe cumplir siempre que z12(s) = z21(s). Si no se cumple lo anterior,
entonces existe un error de manipulacién algebraica.

Una variante de interés

El mismo problema propuesto podria haberse solucionado considerando una
transformacién de impedancias como la presentada en el capitulo ?7. La trans-
formacién adecuada para estos propositos es la equivalencias de cargas en con-
figuracion delta a estrella y de esta forma obtener el equivalente T de la red
propuesta. Para lo anterior debe considerarse la nueva red dada por la figura
5.6, en donde las equivalencias corresponden a

I (s) Z1(s) Za(s) Zc(s) Zs(s)  1y(s)

Vi (s) Zy(s) Va(s)

Figura 5.6: Red original transformada a su equivalente con impedancias en con-
figuracion estrella.
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_ Z;5(s)Z5(s)
Zals) = Z5(s) + Z3(s) + Z4(s) (5.40)
 Za(s)Zals)
2008 = 2 1 2300) + Za5) (5-41)
Zc(s) Z3(8)Z4(s) (5.42)

" Zy(s) + Z3(s) + Za(s)

Reemplazando las expresiones dadas por (5.40) a (5.42) por los términos
algebraicos dados al inicio del problema, se obtiene

5(s+1)

Zy(s) = 55190 (5.43)
Zy(s) = (s+515)(++3) (5.44)
Zo(s) = 5(5157:? (5.45)

Se puede apreciar en forma directa que z12(s) = z21(s) = Zy (s), por lo que
el resultado expuesto anteriormente coincide con este segundo acercamiento al
problema.

Por otra parte, se aprecia que

z11(8) —z12(s) = Z1(s) + Zqa(s) (5.46)
222(s8) —z21(8) = Z5(s) + Z¢(s) (5.47)

Despejando z11(s) y z22(s) en (5.46) y (5.47) y considerando que z12(s) =
221(s) = Zp(s), se obtiene

B 1452 + 355 + 17

211 (5) = Z1(5) 4 Za(s) + Zu(s) = 1o LI LT (5.48)
2
222(8) = Z5(5) + Ze(5) + Zyfs) = oL O (5.49)

Los resultados dados en (5.48) y (5.49) concuerdan con los resultados entre-
gados previamente, demostrando asi la validez de esta alternativa para analizar
la red.

5.3. Caracterizacion de admitancia de cortocir-
cuito.

5.3.1. Calculo de los parametros de cortocircuito.
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Problema 5.3.
El siguiente problema presentara el procedimiento general para el célculo de los
parametros de una caracterizacion de admitancia de cortocircuito.

L1 (s) Z1(s) N7 : Nz Z3s)  1p(s)

* Z:1(s) =5
Zo(s) =4+3
Vi(s) Z;(s) Val(s) Vs (8) Vs (s) 2(s) + 38
Z3(s)=3+s
° Ni:N,=1:2

Considere la red de la figura, conformada sélo por elementos R, L y T.1.
5.3.1 Determine la caracterizaciéon de admitancia de cortocircuito.

5.3.2 Exprese la red de dos puertas equivalente a la propuesta en el problema.

Solucion

La caracterizacion de admitancia de cortocircuito, al igual que la caracteriza-
cién de impedancia de circuito abierto, constituye una forma de representacion
general para las redes de dos puertas. Asi, dada una matriz de admitancia Y. (s),
la relacién entre las tensiones y corrientes en las puertas estarda dada por

I(s) = Yec(s) V(s) (5.50)

Que en términos escalares se denota por

Li(s)] _ |yri(s) yiz(s)]| [Vals)
[12(5)} B [921(5) 922(8)] {Vz(s)} (5.51)
Y..(s)

La definicién dada en (5.51) puede ser escrita en forma de un sistema de
ecuaciones conformada como

I1(s) =y11(s) Vi(s) +yi2(s) Va(s) (5.52)
I2(s) = y21(s) Vi(s) +y22(s) V2(s) (5.53)
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De la misma forma que en el caso de la caracterizacién de impedancia, la
definicién para los pardmetros de admitancia yij(s) estdn dados por

yn(s) = \1/11((55)) e (5.54)
yia(s) = \1/12((?) e (5.55)
Yai(s) = \1/21((53)) e (5.56)
Yaz(s) = \I/zz((ss)) s (5.57)

Tal como se puede apreciar en la expresion (5.50), se puede deducir en forma
inmediata que la relacién entre la caracterizacién de admitancia y de impedancia
estd dada por

Yeels) =Zeq(s)™ (5.58)
Lo que en términos de los parametros de ambas caracterizaciones se traduce
a
yri(s) yiz(s) 1 z22(s)  —z12(s)
Y _ = 5.59
Yeels) [‘JZ] (s) y22(s)|  det(Z.,(s)) |—2z21(s) z11(s) (5:59)

La igualdad presentada anteriormente es satisfecha siempre que det (Z.,(s)) #
0. Lo anterior puede no ser cumplido por ciertas caracterizaciones, llegando en
algunos casos a no existir alguna de las descripciones propuestas.

En base a las definiciones anteriores, se procederd al calculo de los pardametros
de cortocircuito de la caracterizacién de admitancia. Asi, para el cédlculo de
y11(s) se debe cortocircuitar la segunda puerta, forzando asi a que V(s) = 0.
El cortocircuito asi generado hace que la impedancia Z3(s) sea vista como una
carga desde la primera puerta. Efectuando el reflejo de la impedancia Z3(s)
desde el secundario al primario del T.I. se obtiene

Nt \°
Zs.,(5) = <Nz> Z5(s) (5.60)
Lo que conduce a
1
Z3,,(s) = 1 (3+s) (5.61)

En consecuencia, la impedancia equivalente vista desde la primera puerta
puede ser descrita como
1 (3+5s)(443s) 107+ 78s + 3s?

Zeg(s) = Z1(s) +Za(s) // Z3,.,(s) =5+ 1 47513255 194 13? |
5.62
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Por lo tanto, la admitancia y11(s) resultante corresponde a

1 19413
Zeg(s) 107 +78s + 3s2

yii(s) = (5.63)

Por otro lado, cuando se procede al célculo del pardmetro yz1(s) (o yia(s))
debe tenerse en consideracién la definicién entregada en la expresién (5.55),
pues las variables asociadas no corresponden a variables asociadas a una misma
puerta, por lo que el desarrollo es inmediato.

Una alternativa para el desarrollo del pardmetro y1(s) consiste en suponer
una corriente I7(s) no nula y expresar la tensién V7 (s) en funcién de la corriente
Iz(s).

Sin pérdida de generalidad, se supone una corriente I5(s) = 1, lo cual lleva
a que la tensién Vi (s) sea igual a 3 4+ s. En consecuencia, la tensién Vi (s)

corresponde a

Vals) = 2Vals) = 3

En tanto que la corriente reflejada al primario del transformador estara dada
por

3+s) (5.64)

Iz(s)/ :212(5) =2 (565)

En base a la tensién V,(s), puede calcularse la corriente que circula a través
de Z5(s), la cual estd dada por

Va(s) _13—&-3
Zy(s) 24+3s

L, (s) = (5.66)

Por lo tanto, la corriente que circula a través de la impedancia Z;(s) estara
dada por

13+s 119+ 13s
— [——— — — S
Li(s) =L, (s) + Ia(s)" = 5.7 Ew 3 T3S (5.67)
La corriente I (s) lleva a una tensién en la impedancia Z;(s) igual a
519+ 13s
Va (s) = hls) Za(s) = 5 === (5.68)
Finalmente, la tensién Vi (s) estard dada por
1107 + 78s + 3s2
Vi(s) =V, (s) + Val(s) = 3 4413 (5.69)
Por lo tanto, el pardmetro y,1(s) estd dado por
Io(s 8+ 6s
y21(s) = 2(s) (5.70)

Vi(s) 107 + 78s + 3s2

Dado que la red estd conformada tnicamente por elementos resistivos, in-
ductivos, capacitivos, transformadores ideales e inductancias mutuas, se cumple
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caracterizacion de impedancia
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que y12(s) =y21(s), lo cual se satisface siempre que la red posea estas caracte-
risticas.

Por ultimo, el pardmetro y22(s) puede ser calculado de forma idéntica que el
pardmetro yi1(s), pero cortocircuitando la primera puerta en vez de la segunda.
De esta forma la impedancias Z1(s) y Z2(s) quedan en paralelo, lo cual reflejado
hacia el secundario origina

N2

2
Z.,/)2,(8) = <N1> Zi(s)// Zx(s) _ g0 43S

9+ 3s

Por consiguiente, la impedancia vista desde la segunda puerta esta descrita
como

(5.71)

107 + 78s + 3s?
Zeqz (S) = Zg(s) + ZZ]//ZZ(S)I = w (572)
Finalmente, el pardmetro y2,(s) es calculado como
1 3(3+s
Y22(s) = ( ) (5.73)

Zeq,(s) 107 +78s + 352

La caracterizacion de admitancia de cortocircuito para una red de dos puer-
tas se puede representar en forma general como el circuito que se presenta en la
figura 5.7, en donde «(s) =yi2(s) Va(s) v B(s) =ya1(s) Vi(s). Al igual que en
la caracterizacién de impedancia de circuito abierto, los términos en la diagonal
de la matriz estan asociados directamente a admitancias conectadas en paralelo
a la puerta, en tanto que los pardmetros de la contradiagonal estan asociados a
coeficientes de fuentes de corriente dependientes de tension.

I1(s) I2(s)

Vi(s)| Yils) als) (| 1> Bls) y22(s) |y (s)

Figura 5.7: Representacién general de una red en funcién de la caracterizacién
de admitancia de cortocircuito.

Ahora bien, cuando la red es reciproca la red equivalente se puede simplificar
y es posible representar al sistema mediante el circuito presentado en la figura
5.8. A la red presentada en dicha figura se le conoce como el equivalente Pi (TT).
En dicha equivalencia se cumple que

y11(s) = Ya(s) + Yo(s) (5.74)
y12(s) =y21(s) = —Yp(s) (5.75)
Y21(s) = Yu(s) + Ye(s) (5.76)
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I s) ols) La(s)
| PZe—
Vi(s)| Yals) Yels) | Vals)

Figura 5.8: Representacién de una red en funcién de sus pardmetros de corto-
circuito para el caso en que yi2(s) =ya1(s).

Cabe destacar que es posible trasladar una red equivalente T a equivalente
IT mediante una transformacién estrella -delta, tal como se ha presentado en el
capitulo 77.

Errores

El problema desarrollado en esta seccién puede ser fuente de numerosos
errores, de forma similar a lo que ocurre con el calculo de la caracterizacién de
circuito abierto. A continuacién se presentan los errores mas frecuentes.

Error 1 Transformacién incorrecta de impedancias a través del transformador.
Este error es evitado considerando las caracteristicas béasicas de los trans-
formadores ideales (en su definicién) y aplicando el razonamiento en forma
conceptual mas que algebraica.

Error 2 Confundir z11(s) con Zeq(s) o z22(s) con Zeg, (s). Esta confusién es
muy frecuente, dado que en ambos casos se calculan las impedancias equi-
valentes vistas desde una de las puertas de la red. Sin embargo, el anélisis
para cada caso es diferente: para el cdlculo de z11(s) se abre el circuito en
la puerta opuesta haciendo I(s) = 0, en tanto que el calculo para Zeq(s)
se efectia considerando un cortocircuito en la puerta opuesta haciendo
Vz(S) =0.

Error 3 Calcular los pardmetros de cortocircuito como si fuesen pardmetros de
circuito abierto, es decir, abriendo el circuito en la puerta correspondiente
en vez de cortocircuitarlo. En este caso el error se puede evitar recurriendo
a la definicién de la caracterizacion de admitancia o de impedancia, los
cuales permiten entender con mayor claridad el procedimiento para el
céalculo de la representacién equivalente para la red de dos puertas.

Error 4 Considerar que yij(s) = zij(s)~'. La igualdad anterior no se cumple,
dado que los pardmetros de admitancia no son los reciprocos de los para-
metros de impedancia, sino que la matriz de admitancia de cortocircuito
es el inverso de la matriz de impedancia de circuito abierto, siempre y
cuando esta ultima caracterizacién exista.
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Una variante de interés

Consideremos que a la red descrita anteriormente se agrega a la segunda
puerta una admitancia de carga de valor Y. (s), tal como se presenta en la figura
5.9. Al igual que en la caracterizacién de circuito abierto, se desea conocer la
transferencia existente entre Vz(s) y Vi(s), esto es, Va2(s)/Vi(s). Para ello, se
establecen las ecuaciones definidas por la caracterizacion de admitancia, esto es

I1(s) I>(s)

_|_
Vi(s) () RED Ye(s) m Vi(s)

Figura 5.9: Red cargada con una admitancia Y¢(s).

I1(s) =yr11(s) Vi(s) +yi2(s) Va(s) (5.77)
I2(s) =y21(s) Vi(s) +y22(s) Va(s) (5.78)

Ademas, se sabe que la ecuacién de la carga esta descrita como
I5(s) = —Yc(s) Va(s) (5.79)
Reemplazando (5.79) en (5.78) se obtiene
—Yc(s) Va(s) = y21(s) Vi(s) +ya2(s) Va(s) (5.80)

Finalmente, despejando la transferencia V> (s)/Vi(s) en (5.80) resulta

Va(s) Yai(s -
Vi(s) ~ yaals) - Ye(s) (5.81)

El resultado para la transferencia solicitada indica que el cociente entre V5 (s)
y Vi(s) para una red con una admitancia de carga en la segunda puerta no
depende de los pardmetros yi1(s) e yz2(s).
En este caso particular, al reemplazar yz1(s) e y22(s) en (5.81), se obtiene
Va(s) 8 +6s

Vi(s) 3B +s)+ (107 + 785 + 352) Yc(s) (5.82)
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5.3.2. Procedimiento general de analisis para la obtencién
de la caracterizacion de cortocircuito.

Problema 5.4.

En esta seccién se presentard un procedimiento general de andlisis para la ob-
tencién de la caracterizacion de admitancia de cortocircuito para una red con-
formada unicamente por R, L, C, M y T.L

I (s) Zi(s) Z3(s) Zs(s)  1,(s)
——7g —} _— _— Z1(s) =2s+1
Zy(s) =
Vi(s) Z5(s) Z4(s) Va(s)  Z3(s) =
Z4(s)
(s)

La red presentada en la figura precedente corresponde al mismo problema
analizado en la seccién 5.2.2. La diferencia estard en que esta seccién abordard
la caracterizacién de cortocircuito de esta red.

5.4.1 Establezca la ecuaciéon matricial para la red aplicando el método de nodos.

5.4.2 En base al resultado encontrado en el problema anterior, deduzca la ca-
racterizaciéon de admitancia de cortocircuito para la red de dos puertas.

Solucion

El método nodal (o de nodos) constituye un procedimiento general de ana-
lisis de redes eléctricas, que constituye el dual del método de mallas. En este
método se procede a definir un nodo de referencia, a partir del cual se definen
las tensiones de los nodos restantes. Posteriormente, se enuncian las ecuaciones
en base a las ley de corrientes de Kirchoff que dan lugar a un sistema matricial
que relaciona las tensiones de referencia con las fuentes independientes de co-
rriente presentes en cada nodo. La figura 5.10 presenta la elecciéon del nodo de
referencia y la definicion de las tensiones en base a dicha referencia.

Asi, por simple inspeccién, es posible construir la matriz que se obtiene
al aplicar el método de nodos a la red tal como se define en la figura 5.10,
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Li(s) Z108) vys) Z3(8) wy(s) Zs(s)  1y(s)

Vi(s) Z5(s) Z4(s) Va(s)

1

Figura 5.10: Método de nodos aplicado a la red del problema.

obteniéndose
Yi(s) 0 =Yi(s) 0 Vi (s)
0 Ys(s) 0 —Y5(s) Va(s)
=Y (s) 0 Yi(s) + Ya(s) + Y3(s) —Y3(s) V3(s)
0 —Ys(s) —Y3(s) Y3(s) + Ya(s) + Ys(s)| | Va(s)
Li(s)]
= Izés) (5.83)
0 -
Las corrientes 11(s) e I2(s) se La expresién (5.83) constituye la ecuacién matricial resultante de aplicar el

asumen como originadas a método de nodos a la red inicialmente propuesta.

partir de fuentes Una vez obtenida la matriz que relaciona las tensiones de referencia con
independientes de corriente. a5 fuentes independientes de corriente, se procede a particionar el problema
aplicando el analisis general dado en la figura 5.11, segiin

RED

e 0o o
Vi(s) Va(s)

Li(s) (D) (M) 12(s)

Figura 5.11: Método de nodos aplicado a una red de dos puertas general, que
no contiene fuentes independientes de corriente.
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V] (S) [ I] (S) 1
Va(s)
Yiuls) i Yools) | || | L(s)
——————————————————————— Vi(s) | = 0 (5.84)
Yoi(s) i Ys,(s) _
Vi (s) L 0 |

En donde

Yii(s) € C¥2 (
Yi,(s) € c2x(n2) (5.86
Yyi(s) e Cm2x2 (
Y5, (s) € c(n=2)x(n=2)

Efectuando la particién anterior, es posible re-escribir el sistema matricial
propuesto en (5.84) como

(s) S A
Yi:(s) {\; (:)} +Y5,(s) y f( | — ;(2) (5.89)
ni$S) |
v [V3(s)] [0
Y1 (s) {V;Ezﬂ +Y5,(s) y ( | = ; (5.90)
L n S - L
Despejando el vector {Vg,(s) Vn(s)_ ! en la expresién (5.90), se obtiene

Vs (s) Vis)
| =l o) [ (5.91)
Vn(s)
Finalmente, reemplazando (5.91) en (5.89), se obtiene
(XH(S) —X1z(5)Xzz(5)71Xz1 (5)) [X;Ezﬂ = E;Ezﬂ (5.92)
Y. (s)

La expresién (5.92) permite calcular en forma inmediata la matriz de admi-

tancia de cortocircuito Y., (s), la cual queda definida como

Y. (s) :XH(S)—Xu(s)Xzz(Sr]Xzﬂs) (5.93)
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El resultado expresado en (5.93) sélo es valido cuando la red de dos puertas
esta conformada por resistores, inductores, condensadores, inductancias mutuas,
transformadores ideales y fuentes controladas.

Aplicando la idea anterior al problema propuesto, se aprecia que las matrices
resultantes de la particién son

Yi(s) = [0 vﬁs)} (5.9)
Yia(s) = _Y(‘)(S) _YS(S)] (5.95)
Yo, (s) = 7Y(1)(S) 7&8) (5.96)
~[Ya(s) + Ya(s) + Ys(s) —Y;(s)
Yaats) = MR e v (597)
Reemplazando las expresiones anteriores en (5.92), se obtiene
Yools) = [—Yl(s)zws) Ya(s) + Vs (8)}+ Y1 (s)det (Yo (5))
—ee T det (Y5, (s)) —Y1(s)Y3(s)Ys(s)

—Y1(s)Y3(s)Ys(s) } (5.98)
—Ys5(s) 2{Y1(s) + Ya(s) 4 Ya(s)} + Ys(s)det {Y,,(s)} '

Finalmente, al efectuar la evaluacién numérica de (5.98) en base a los datos
entregados, resulta
Yecls) =

1 19s2 +64s+36 —(s+1)(4s+3) (5.99)
5083 4+ 21152 +219s + 67 |—(s + 1)(4s +3) 14s?> +35s+17 '

Como se puede apreciar en la expresién (5.99), dado que la red analizada
estd conformada tnicamente por elementos R y L, entonces se satisface que
Y12(s) = yz21(s). Esta dltima igualdad debe satisfacerse siempre en los casos
analizados bajo el supuesto de redes sin fuentes de alimentacién.

Errores

El problema analizado en esta seccién es fuente comtn de errores tanto
conceptuales como de operatoria algebraica. A continuacién se mencionan los
errores mas frecuentes.

Error 1 Aplicar en forma incorrecta el método de nodos a la red propuesta
(por ejemplo, deduciendo en forma errada los términos de la matriz que
relaciona las tensiones con las corrientes). Esto puede ser evitado si se con-
sidera que el método de nodos basa su idea central en la ley de corrientes
de Kirchoff, por lo que la suma orientada de las corrientes en cada nodo
debe ser cero.
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Error 2 Particionar la matriz desarrollada a través del método de nodos en
forma errada. Dicha particién debe ser desarrollada acorde a lo expresado
en las relaciones (5.85) a (5.88), por lo que es de importancia mantener
las dimensiones correctas en cada una de las particiones a fin de obtener
el resultado buscado.

Error 3 Utilizar los valores de impedancias en vez de las admitancias. Este
error comun ocurre normalmente por no prevenir que el método de nodos
ocupa los valores de admitancias (dadas por Z(s) ~") en vez de los valores
de impedancias (Z(s)).

Error 4 Manipulacién algebraica errada de las matrices definidas en (5.85)-
(5.88). Este error estd asociado normalmente a célculos errados a la hora
de efectuar la operatoria de producto entre matrices, o bien en el proceso
de inversién de Y22(s). Por ende, es necesario un manejo adecuado del
algebra de matrices.

Una variante de interés

Tal como se presentd en la seccién 5.3.1, la caracterizaciéon de admitancia
de cortocircuito puede calcularse directamente a partir de la caracterizacién de
impedancia, segun

Yee(s) =Zeg(s) ! (5.100)

Y dado que en la seccidén 5.2.2 se calculé la caracterizacion de impedancia
de la red analizada en este problema, resultando en

Z.o(s)

] [1452+355+17 (s+11(45+3)} (5.101)

T 5549 | (s+1)(4s+3) 1952 +64s+36

Entonces, es posible calcular la matriz de admitancia para la misma red
segun

Yeels) = Zeals) ™!

_ 1 19s2 +64s+36 —(s+1)(4s+3) (5.102)
T 5083 +211s2 +219s+ 67 |—(s+1)(4s+3) 14s2+35s+17 :

El resultado obtenido en (5.102) es idéntico al resultado obtenido en (5.99),
demostrando asi la equivalencia entre las caracterizaciones de admitancia e im-
pedancia para una misma red. Vale destacar que esta equivalencia sélo es valida
cuando ambas caracterizaciones existen para una misma red, ya que en algunos
casos el inverso de una de las matrices puede no existir (dado que su determinan-
te es igual a cero). En consecuencia, es importante recordar que la equivalencia
(5.100) sélo tiene sentido si ambas matrices existen.
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5.4. Caracterizacion de parametros hibridos.
5.4.1. Calculo de los parametros hibridos H.
Problema 5.5.

En esta seccién se abordara el procedimiento general para la obtencién de los
parametros hibridos H.

I (s) Z1(s) Z3(s) I (s)
_— L —]
Zi(s)=s+2
Z =3 5
Vi (s) Z5(s) M M Z4(s) | Val(s) ng _ (zss++3
Z4(s) =10

)/s

Considere la red de la figura, compuesta sélo por elementos resistivos, in-
ductivos y capacitivos.

5.5.1 Determine la caracterizacion de la red mediante sus parametros hibridos
H(s).

5.5.2 ;Coémo se relacionan los pardmetros hibridos H(s) con la caracterizacién
de impedancia Z.q(s)?

5.5.3 ;Qué condicién satisface H(s) para una red conformada tnicamente por
R, L,C, My TL?

5.5.4 ;Cudl es la red de dos puertas equivalente en funcién de la matriz H(s)?

Solucion

La caracterizacién de la red mediante parametros hibridos H es una forma de
representar a la red a través de un enfoque que mezcla las dos caracterizaciones
ya analizadas (de impedancia y de admitancia), pues su definicién estd dada por

Vi(s)] _ [hai(s) haa(s)] [Ti(s)
{Iz(s)} N {hm(s) hzz(s)] [vz(s)] (5.103)
H(s)
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La matriz que relaciona los dos conjuntos de vectores corresponde a la matriz
de pardmetros hibridos H(s). En base a la expresién (5.103) es posible establecer

el siguiente sistema de ecuaciones

Vi(s) =hq1(s)Ii(s) + hia(s)Va(s)
I>(s) = ha1(s)I1(s) + haa(s)Va(s)

Donde cada pardmetro hyj(s) es calculado segin

hii(s) = \1/]1((5)) Vs (s)=0
hia(s) = X;Ej L (s)=0
hai(s) = ﬁg Va ()0
haa(s) = \1/22((?) 1) (5)=0

(5.104)
(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

A partir del conjunto de ecuaciones presentado en (5.104) y (5.105) es posible
obtener la caracterizacién de impedancia. Para ello se despeja la variable V5 (s)

en (5.105), obteniéndose

h21(s)
Vy(s)=— Li(s)+ I(s
2(8) = et STH () + s als)
De donde es posible apreciar que
2o1(s) = ~hai(s)
h22(s)
1
ZZZ(S) - hzz(s)

Reemplazando V;(s) en la ecuacién (5.104) se obtiene

R,
hyo(s) h22(s)

Vils) = {hn(s) Lo(s)

A partir de la expresién (5.113) se deduce que

z11(s) =hyi(s) — 7}”2}(:2);(152)] (s)
_ haa(s)

~ haa(s)

z12(s)

(5.110)

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)
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Los resultados expuestos en (5.111), (5.112), (5.114) y (5.115) expresan las
equivalencias entre la caracterizacién de parametros hibridos H y la caracteri-
zacién de impedancia Z.

Ahora bien, dado que una red conformada por R, L, C, M y T.I. cumple con
que z12(s) = z21(s), entonces es posible establecer que

hia(s) _ hai(s)
h2(s) h2(s)

Lo anterior conduce a que en una red descrita por R, L, C, M y T.I. se debe
cumplir que

(5.116)

hiz2(s) = —hai(s) (5.117)

La igualdad anterior es satisfecha para una caracterizaciéon hibrida de una
red conformada por los elementos anteriormente mencionados.

Otro punto importante que se puede destacar a partir de las ecuaciones
(5.110) y (5.113) es que la caracterizacién de impedancia se obtiene a partir de la
caracterizacién de pardmetros hibridos siempre y cuando se cumpla hyz(s) # 0.

En base a las definiciones entregadas anteriormente, se procede a calcular
cada uno de los parametros asociados a la caracterizacién hibrida H en la red
propuesta.

El pardmetro hyq(s) puede calcularse como

V] (S
I1(s)

—

hii(s) = =Zi(s) + Z2(s)//Z5(s) (5.118)

Vz(s):O

Desarrollando (5.118) se obtiene

3s3 4+ 1952 + 365 + 21

h _ 5.119
1(s) 3s2+75+3 (5-119)
Por otra parte, el pardmetro hq2(s) es calculado segin
vV
hya(s) = 108 (5.120)
Va(s)
I] (S]:O

La definicién anterior de dicho pardmetro, en este caso, puede asumirse como
un divisor de tensiones desde V3(s) hacia V;(s), puesto que, como la corriente
I (s) es igual a cero, entonces la tensién presente en Z;(s) es igual a la tension
Vi (s), por lo que la ecuacién (5.120) lleva a

Z5(s) s(3s +5)
h = = 121
1208 = 7 T 25 T 327543 (5.121)
Dado que la red es reciproca, se cumple que
s(3s+5)
_ ___SbsHo) 122
ha1(s) = —hi2(s) 32 17543 (5.122)
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Finalmente, el pardmetro hyz(s) se calcula segin la definicién (5.109) que,
para el caso en andlisis, corresponde a

1
haz(s) = 5.123
20 = 26 + 2260 (123)
El desarrollo numérico de (5.123) lleva a
352 +17s+3
has(s) st /st (5.124)

T 10(3s2 4+ 75+ 3)

Una vez determinados los pardmetros de la caracterizacién hibrida H, es
posible obtener una red equivalente a la entregada en el problema en funcién
de dichos parametros. La figura 5.12 presenta la red de dos puertas equivalente,
expresada a través de los parametros hibridos H. En dicha figura los pardmetros
a(s) y B(s) corresponden a

a(s) = hia(s)Val(s) (5.125)
B(s) =hai(s)Ii(s) (5.126)

Para el caso de esta caracterizacién, una red reciproca no posee una red
equivalente reducida, por lo que todas las redes de dos puertas expresadas a
través de sus parametros hibridos sélo son descritas correctamente por la red de
la figura.

I(s) _ls) T,(s)
—— _—1—
+
Vi (s) (s) l B(s) haz(s) Va(s)

Figura 5.12: Descripcion general de una red de dos puertas mediante su carac-
terizacién hibrida.

En el caso de la caracterizacién hibrida, los elementos de la contradiago-
nal corresponden a coeficientes de fuentes controladas de tensién (hiz(s)) y de
corriente (ha1(s)).

Errores

El desarrollo de un problema de las caracteristicas presentadas puede origi-
nar errores de diverso tipo, siendo los més frecuentes los que se mencionan a
continuacion.
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Error 1 Aplicar en forma incorrecta las definiciones de los pardmetros hibridos
hij(s). Entre los errores més frecuentes se encuentran la inversién de la
definicién de alguno de los parametros o suponer tensiones o corrientes
nulas cuando en realidad no lo son.

Error 2 Cambiar la orientacién de las fuentes controladas en la red equivalente.
Este error comin puede ser evitado recordando que la orientacién de todas
las fuentes controladas en cualquier representacion sigue la orientacion de
las tensiones y corrientes en las puertas.

Error 3 Aplicar la igualdad (5.117) a redes que no estédn conformadas tnica-
mente por R, L, C;, M y T.I. En el caso de que la red esté compuesta
adicionalmente por fuentes controladas e independientes, no se cumplird
siempre que hy2(s) = —hyq(s).

Error 4 Manipulacién incorrecta de los términos algebraicos. Para evitar erro-
res de arrastre se sugiere mantener el tratamiento simbdlico del problema
hasta el resultado final, después de lo cual se procede al reemplazo de los
términos numéricos y algebraicos respectivos.

Una variante de interés

Consideremos el caso general en el que a la red hibrida se le conecta en su
segunda puerta una admitancia de carga Y.(s), después de lo cual se desea co-
nocer la transferencia V> (s)/Vj(s) resultante de esta modificacién. En términos
generales, la transferencia V(s)/V1(s) se modifica en la mayor parte de los ca-
sos, pues circulard a través de los terminales de la segunda puerta una corriente
I2(s) no nula. La figura 5.13 ilustra la idea presentada en este parrafo.

I (s) hii(s) L(s)
——A —— .
+
Vi(s) os) 1> B(s) haa(s)  Ye(s)[|]] Vals)
L

Figura 5.13: Red de dos puertas bajo descrita mediante pardmetros hibridos con
una admitancia de carga Y.(s).

Se sabe que la relacién entre tensién y corriente en la admitancia Y (s)
corresponde a

L(s) = —Yc(s)Va(s) (5.127)
Reemplazando esta relacién en (5.105) se obtiene
—Ye(s)Va(s) = hai(s)Li(s) + ha2(s)Va(s) (5.128)
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Despejando I;(s) en funcién de V;(s) en (5.128), resulta

_ Ye(s) +haa(s)

Reemplazando la igualdad (5.129) en (5.104), da lugar a
h Y h h
Vﬂs):{— 11(s)Ye(s) + i (s)haa(s)

hat (s) +h12(8)} Va(s) (5.130)

En consecuencia, la transferencia V>(s)/V;(s) corresponde a

Va(s)  hyi(s)Ye(s) +hyi(s)haa(s)
Vi(s) Ta1 (5) + hi2(s) (5.131)

En el caso del problema central de esta seccion, la transferencia V> (s)/Vi(s)
corresponde a

Vo(s)  10Yc(s) (3s® +19s% + 365 + 21) + 35> + 595% + 1065 + 21

Vi (s) 10s(3s + 5) (5.132)

5.4.2. Calculo de los parametros hibridos G.

Problema 5.6.

En esta seccién se ilustra el calculo de los pardmetros hibridos G, los que es-
tan relacionados directamente con los parametros hibridos H analizados en el
problema anterior.

Zy1(s) =2s+5
Z5(s) =3s+1
Z3(s) =(s+6)/s

Considere la red de la figura, compuesta por elementos resistivos, inductivos,
capacitivos y una fuente de corriente controlada por corriente.
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5.6.1 Calcule cada uno de los parametros asociados a la caracterizaciéon hibrida

G.

5.6.2 Describa la red de dos puertas propuesta mediante la red equivalente en
funcién de los pardmetros G.

5.6.3 ;Cuadl es la relacion entre la caracterizaciones H y G?

Solucion

La caracterizacion de pardmetros hibridos G constituye una segunda manera
de parametrizar a la red de dos puertas mediante vectores que estan conformados
por combinaciones de las tensiones y corrientes de puerta, tal como ocurre en el
caso de la caracterizacién H.

La definicién de esta caracterizacién estd dada por

Li(s)| _ [911(s) gials)| [Va(s)
{Vz(s)} B [921(5) 922(8)} {Iz(s)} (5.133)

G(s)

Donde cada pardametro gij(s) es calculado segiin

g (s) = % _ (5.134)
gi12(s) = 253 o (5.135)
921(s) = :ZEE% . (5.136)
922(s) = \1/22((;) o (5.137)

Dada la definicién expuesta en (5.133), resulta directo deducir mediante una
comparacion con la expresién (5.103) que la relacién entre las caracterizaciones
G y H de una misma red de dos puertas estard dada por

G(s) =H(s) ! (5.138)

La igualdad propuesta en (5.138) es vélida sélo cuando ambas caracteriza-
ciones estan bien definidas, es decir, que no existan pardametros indefinidos y
que el inverso de dichas matrices esté bien definido.
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Enfocando el andlisis a la red propuesta, se tiene que cada uno de los para-
metros hibridos gij(s) pueden ser determinados mediante un célculo directo de
las corrientes y tensiones en la red. Asi, para el caso del pardmetro gi1(s) es
necesario efectuar un LCK sobre el nodo B, lo cual resulta en

I3(s) + Ix(s) = aly(s) = I3(s) = (ox — 1) I (s) (5.139)
De manera similar, un LCK sobre el nodo A arroja que
I1(s) = I3(s) + I (s) = alx(s) (5.140)

En consecuencia, la corriente I (s) queda en funcién de la corriente de control
I (s). Por lo tanto, es necesario establecer la dependencia de V;(s) en funcién
de la misma variable. Para ello se establece el siguiente sistema de ecuaciones

Vi(s) = Zi(s) Ic(s) 4+ Vx(s) (5.141)
Vi(s) ={Za(s) + Z3(s)} (&« — 1) Lx(s) + V(s) (5.142)

Reemplazando la igualdad (5.140) en (5.141) y despejando Vi(s), se obtiene

I1(s)

Vi(s) = Vi(s) = Z1(s) (5.143)
Finalmente, reemplazando (5.143) en (5.142), resulta
Vils) = (2als) + 236D @~ D v ) -z (9 (s
Ahora, despejando en (5.144) la variable Vi (s), se logra
Vi(s) = (Za(5) + Zs(sHa— DI s vy ()~ 2,9 2 (s.1a5)
La ecuacién (5.145) conduce a
(Z2(5) + Zs(s)} (a— 1) — Zy (s)) L) — g (5.146)

F(s)

Dado que la igualdad (5.146) debe cumplirse para todo valor de F(s), enton-
ces la tnica solucién posible para el problema es

L(s) =0 (5.147)

Lo que necesariamente conduce a que gi1(s) = 0.

Por otro lado, el pardmetro gi2(s) se calcula cortocircuitando la puerta 1y
estableciendo el cociente entre las corrientes I7(s) e I2(s). Efectuando un LCK
sobre el nodo C (y considerando que I3(s) = I;(s) — Ix(s)) se obtiene

2(s) = = (Ti(s) — Ix(s)) + (= 1)Ix(s) = @i (s) — L1 (s) (5.148)
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Por otro lado, efectuando un LCK sobre la malla compuesta por las impe-
dancias Z1(s), Z3(s) y Z3(s), resulta

(I (8) — Lx(s)) Za(s) + (oc — 1)Lk (s) Z3(s) = Lx(s)Z1(s) (5.149)
Despejando I (s) en (5.149) resulta en

Z5(s)

IX(S) = Z] (S) + ZZ(S) — ((X— 1)23(5)

I (s) (5.150)

En consecuencia, reemplazando el resultado expuesto en (5.150) en (5.148)
se obtiene
“ Z5(s) _ 1}
Zy(s) + Z2(s) — (= 1)Z3(s)

L(s) = [ I (s) (5.151)

Por lo tanto, el pardmetro gi2(s) estd dado por

)= |= e a
g12 = Z1(s)+Z2(s) — (e —1)Z3(s)

(5.152)

Reemplazando los valores algebraicos entregados en el problema, se obtiene

582 + (7 —o)s + 6(1 — )
30 —5)s2 + 2 —7)s+6(x—1)

gi2(s) = ( (5.153)

Por otro lado, el pardmetro g1 (s) se calcula mediante el cociente entre las
tensiones de puerta V;(s) y Vi(s), considerando la corriente I(s) nula. Bajo
este supuesto, un andlisis similar al efectuado con gq1(s) lleva a que g21(s) =1,
puesto que, dado que I(s) = 0, obliga a que I3(s) = (e — 1)1 (s) cumpliéndose
de esta manera la ecuacién (5.147).

Finalmente, el pardmetro g,2(s) se calcula como el cociente entre V,(s) e
I2(s) considerando la puerta 1 cortocircuitada. Bajo el supuesto anterior, es

claro que
Va(s) = —(Ii(s) — Lx(s)) Za(s) (5.154)

Ademaés, por LVK se cumple que
Vo(s) = Z3(s) (o — 1)1 (s) — Z71(s)I(s) (5.155)

Tgualando 5.154 y 5.155 y despejando I, (s), resulta

Z,(s)
Ii(s) =— Ii(s 5.156
R S [ AN AN O (5:156)
Es posible utilizar la ecuacion Tomando la ecuacién (5.156) y reemplazdndola en (5.148) y (5.154) llevan a
(5.148) en el cdlculo de g22(s) que el pardmetro g22(s) esté dado por
puesto que la red resultante es
idéntica a la analizada en el [252 + (6—a)s+6(1— oc)] (3s+1)
g22(s) = — (5.157)
caso de g12(s), en donde esta (30(_5)52 +2a—7)s+6(a—1)

igualdad es vdlida.
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De los resultados desprendidos en esta seccién es necesario destacar lo si-
guiente
= Los polos de las transferencias (5.153) y (5.157) dependen del valor de «.
Esta dependencia incide directamente en la estabilidad de la red analizada,
pudiendo incluso presentar modos naturales inestables para ciertos valores
de «.

= Si bien los modos naturales son siempre estables en el caso de redes sin
fuentes controladas, no ocurre lo mismo en el caso de redes con fuentes
controladas, en donde se pueden originar modos naturales inestables.

= Dado que la red estudiada posee una fuente controlada, los elementos de
la contradiagonal no cumplen una igualdad especifica. Esto dltimo siem-
pre ocurre en el caso de redes conformadas tnicamente por elementos
resistivos, inductivos, capacitivos, transformadores ideales e inductancias
mutuas, cumpliéndose en dicho caso que

g12(s) = —g21(s) (5.158)

La igualdad (5.158) puede deducirse directamente de la relacién entre los
pardmetros hibridos G y H, considerando las ecuaciones (5.133) y (5.138).

En base a los parametros G antes calculados, es posible establecer una red
equivalente a la presentada originalmente. La figura 5.14 expone la red equiva-
lente en funcién de los pardmetros hibridos gi;(s), en donde

12(8) Iz (s) (5.159)
21(s) Vi (s) (5.160)

Comparando esta figura con la figura 5.12 se puede apreciar que los pa-
rametros hibridos G corresponden al reciproco de los parametros hibridos H.

I (s) 922(8)  1,(s)
—L
_|_
Vi(s)| giils) afs) < B(s) Vs (s)

Figura 5.14: Descripciéon de la red mediante su caracterizacién hibrida G.
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Errores

El problema expuesto en esta seccién requiere de un andlisis mas profundo
al efectuado en los problemas anteriores, dado que la red no es reciproca. Por
lo tanto, la posibilidad de errores aumenta al considerar un mayor nimero de
ecuaciones y deducciones mediante las leyes de interconexién. A continuacion se
mencionan los errores mas frecuentes.

Error 1 Errores en el planteamiento de las leyes de interconexién (LCK y LVK).
Este error normalmente se asocia a invertir el sentido de las corrientes y
establecer diferencias de potencial en sentidos opuestos. En consecuen-
cia, resulta importante mantener un orden al momento de plantear dichas
ecuaciones.

Error 2 Deduccién incorrecta de los parametros hibridos G, aplicando las de-
finiciones en forma errada (por ejemplo, invirtiendo su orden o las condi-
ciones bajo las cuales se calculan). Esto puede ser solucionado estudiando
cuidadosamente las definiciones entregadas en las ecuaciones (5.134) a
(5.137).

Error 3 Considerar que la igualdad (5.158) se satisface incondicionalmente pa-
ra la red estudiada en este problema. Si bien existen algunas redes no
reciprocas que cumplen con dicha igualdad, no es posible suponer que
serd satisfecha para cualquier red no reciproca. Una condicién suficiente
para cumplir con la igualdad (5.158) es que la red analizada sea reciproca.
Dado que en este caso no se cumple esta condicién, entonces el supuesto
inicial es incorrecto y no es posible aplicar la expresién gi2(s) = —g21(s).

Error 4 Aplicar equivalencias en la red de forma tal que la variable de control
desaparezca (por ejemplo, a través de movilidad de fuentes). Siempre que
se efectiien transformaciones en la red debe tenerse cuidado que la variable
de control no desaparezca; si asi ocurre, el problema pierde sentido.

Una variante de interés

Consideremos que se desea calcular la caracterizaciéon hibrida H al mismo
problema propuesto. Una alternativa seria considerar la definicién de los para-
metros hibridos H y calcularlos directamente. Sin embargo, dado que se posee
la caracterizacién G y se sabe que

922(s)  —g12(s) (5.161)

H(S)*m —g21(s)  g11(s)

Entonces, probando que det (G(s)) # 0 para casi todo s, entonces es posible
calcular la caracterizaciéon H en base a los calculos antes efectuados.
En efecto, se sabe que

582 + (7 — o)s + 6(1 — )
(Bx—5)s2 + (2a—7)s +6(oc—1)

det (G(s)) = —g12(s) = — (5.162)
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Que resulta diferente de cero para casi todo s. Por lo tanto, la caracterizacién
H se puede calcular a partir de su reciproco G, lo cual resulta en
[2s2 + (6—a)s +6(1 — )] (3s+1)
552 + (7 —a)s + 6(1 — «)

(5.163)
(Bax—5)s> + 2 —7)s +6(x—1)
552 + (7 —a)s + 6(1 — «)

0

El resultado expuesto en (5.163) corresponde al mismo resultado que se ob-
tendria de analizar la red mediante los pardmetros hibridos hy;(s).

5.5. Parametros de transmisién T.

5.5.1. Calculo de los parametros de transmisién T.

Problema 5.7.
En este problema se presentara la ultima parametrizacién posible para una red
de dos puertas: la parametrizacion de cadena o transmisién T.

L(s) _Zi(s) Ny Ny o Ip(s) Z3(s)  1y(s)
——] ]
I —1 Z,(s) =
Zy(s) =
Vi (s) Va(s) Vo(s) | /] Zals) Vs (s)
Z3(s) =
N]Zsz

Considere la red de la figura, compuesta por elementos resistivos, inductivos,
capacitivos y un transformador ideal.

5.7.1 Calcule cada uno de los pardmetros asociados a la caracterizacion de
transmisién T.

5.7.2 ;Qué condicién satisface la caracterizacion de transmisién cuando la red
es reciproca?

Solucion

Los pardmetros de transmisiéon T constituyen una iltima forma de caracte-
rizar una red de dos puertas. Su utilidad quedard expuesta en la medida que se
desarrolle el presente problema.
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Los parametros de transmisién se definen segin

Vil(s) Als) B(s)]| [ Vals)
= 5.164
) g P st (51649
~—
T(s)
Se debe notar que en el caso En el que cada parametro es calculado como
de los pardmetros B(s) y D(s)
existe un signo menos Vi (S)
asociado a cada pardmetro, Als) = Vs (s) (5.165)
dada la definicion. I2(s)=0
A%
B(s) = — 11((3)) (5.166)
2 $ Vz(S):O
I
C(s) = vl((S)) (5.167)
2 s Iz(s):O
I
D(s) = —11(s) (5.168)
I5(s)
Vz(s):O

Mediante la aplicacién de las definiciones antes expuestas al problema pro-
puesto se podran obtener cada uno de los pardmetros de transmisién T. En el
caso del pardmetro A(s), este pardmetro se calcula efectuando el cociente entre
las dos tensiones de puerta, considerando que la corriente en la segunda puerta
es nula, lo que implica necesariamente que dicha puerta se encuentra en circuito
abierto. en un primer acercamiento al problema, es posible establecer que

Vils) = Zi(s)hi(s) = Va(s) =0 (5.169)

Pero, dado que I>(s) = 0, entonces se cumple que

Vb(S) = Vz(s) (5.170)
Ademas, dada las caracteristicas del transformador ideal, se satisface tam-
bién que
N N
Vals) = N—;Vb(s) = T\T;vz(s) (5.171)
En tanto que la corriente Iy (s) puede calcularse como
V> (s)
I = 5.172
b(s) Z;(s) ( )
Lo que conduce a una corriente en el lado a del transformador de
N> Nz Va(s)
I =—1I == 5.173
(8= I l8) = o 7 o (5.173)
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Reemplazando (5.171) y (5.173) en (5.169), resulta

N2 Va(s) Ny B
Ny Zals) N, 218 =0 (5174

Vi(s) —Zi(s)
Efectuando un poco de manipulacién algebraica sobre (5.174), se obtiene

(N2)?Z1(s) + (N1)?Za(s)
NiN2Z;(s)

V](S) = Vz(S) (5.175)

Reemplazando los valores numéricos entregados en la expresién (5.175), se
obtiene el parametro A(s) como

6 9
Als) = 5S + 10 (5.176)
De la misma manera es posible calcular el pardmetro C(s), el cual correspon-
de al cociente entre la corriente de la primera puerta y la tensién en la segunda
puerta, con la corriente de la segunda puerta igual a 0. En consecuencia, es
posible utilizar los mismos resultados expuestos anteriormente. Utilizando la
expresion (5.173) en la definicién (5.167) se obtiene

Li(s) Nz 1
C(s) = == 5.177
R AS RN AN (470
El reemplazo numérico en (5.177) resulta en
2
Cls) =3 (5.178)

Por otro lado, los pardmetros B(s) y D(s) se calculan bajo el supuesto de que
la tensién en la segunda puerta es nula, es decir, se encuentra cortocircuitada.
Un primer anélisis a la red permite deducir por LVK que

Vils) = Zi(s)hi(s) — Va(s) =0 (5.179)

El resultado expuesto en (5.179) es idéntico al presentado en (5.169). No
obstante, las deducciones posteriores difieren. En efecto, al analizar el lado b
del transformador ideal es posible determinar una impedancia equivalente de
valor

Zeq(s) = Za(s)//Zs(s) (5.180)
Reflejando la impedancia hacia el lado a del transformador, resulta en
2
N
Zret(s) = <N1> Zeg(s) (5.181)
2

Por lo tanto, la corriente I;(s) estd dada por

Vi(s)

hs) = 7 5+ Zoer(5)

(5.182)
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Por otro lado, la tensién Vi, (s) puede calcularse segiin
Vo(s) = —I2(s)Z3(s) (5.183)

Lo que lleva a que la tension en el lado a del transformador esté dada por

N, N

Va(s) = N—ZVb(s) = N, I5(s)Z5(s) (5.184)

Reemplazando los resultados expuestos en (5.182) y (5.184) en (5.179) se
obtiene Vils) N

Vi(s) = Zi(s) o2l Ty (5)Z5(s) = 0 (5.185)

Z1(8) + Zres(s) N>

Efectuando operatoria algebraica sobre (5.185) resulta

Ny Z3(s)
V =—— VA Z I 5.186
1(s) Ny Zror(s) (Z1(s) + Zrer(s)) Ia(s) ( )
El signo menos que aparece en Por lo tanto, el pardmetro de transmisién B(s) corresponde a
(5.186) mo aparece en (5.187) Ny Zs(s)
debido a la definicion del _ N1 Z£318
pardmetro B(s). Bs) = Ny Z,es(s) (Z1(s) + Zrer(s)) (5.187)

Tomando en consideracién para el problema en particular que

5(s+2)

eq(s) = —— = 1

Zeals) = 3035 11) (5.188)
5(s 4 2)

Z, = 1

ef(s) 83s 1 1) (5.189)
Se tiene que el valor numérico para B(s) estéd dado por
2 2

B(s) = 725" +53s+ 18 (5.190)

10s

Aplicando la definicién del transformador ideal, se tiene que la corriente en
el lado b depende del lado la corriente en el lado a segiin

Ia(s) = —1I;(s) (5.191)

La dependencia de I,(s) puede obtenerse mediante un divisor de corrientes,
el cual esta dado por

_ Z;(s)
Reemplazando (5.191) en (5.192) resulta
Lis) =226 N (5.193)

Zy(s)+ Z3(s) Ny
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amente el signo menos Por lo tanto, el pardmetro D(s) estéd dado por

ente en (5.193) ha sido

en (5.194), debido a la D(s) = 228+ Z5(s) N2 (5.194)
on del pardmetro D(s). Z;(s) N;

Reemplazando los valores numéricos entregados, resulta

4(3s+1)
Dls) = ——=— 1
s) 5s (5.195)
Un aspecto interesante de resaltar en este problema es que
4(12s + 9 1) — 2(72s2 1
A(s)D(s) — B(s)C(s) = 1125+ 9B+ )505( s2 4535+ 18)
2(72 2 —2(72 2
_ 2(725% +785+18) —2(72s* + 535 +18) _ 505 _ % 100

50s " 50s

Este resultado, que puede parecer coincidencia, no lo es: toda red reciproca
(es decir, conformada por R, L, C, M y T.I.) cumplird siempre que

A(s)D(s) —B(s)C(s) =det (T(s)) =1 (5.197)

La ecuacién (5.197) constituye la condicién satisfecha por cualquier red re-
ciproca descrita en funcién de sus pardametros de transmision T.
Errores

El problema propuesto en esta seccién puede originar multiples errores. A
continuacién se presentan los errores méas frecuentes.

Error 1 Aplicacién incorrecta de las definiciones de los parametros de trans-
misién (por ejemplo, que se cortocircuite la puerta opuesta cuando se
necesita mantener en circuito abierto). Estos errores pueden ser evitados
estudiando en detalle las implicancias de las definiciones entregadas para
los parametros T.

Error 2 Deduccién incorrecta de las leyes de interconexién. Esto puede ocurrir
debido a un mal manejo de las leyes de tensién y corriente (LVK y LCK)
o a errores en la deduccién de las leyes asociadas a cada componente.

Error 3 Establecer corrientes nulas (o tensiones nulas) cuando éstas no nece-
sariamente lo son (por ejemplo, suponiendo una tensién nula en el trans-
formador). Este error es comun cuando se trata de simplificar el problema
suponiendo que algunas de las tensiones o corrientes de la red son nulas,
aparte de las dadas por las definiciones de los pardmetros.

Error 4 Operatoria en la manipulacién algebraica de los términos asociados al
problema. Se recomienda que el tratamiento del problema sea de forma
simbolica hasta la resolucién final del problema, en donde se reemplazan
los términos simbdlicos por sus equivalentes algebraicos.

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



244 REDES DE DOS PUERTAS

Una variante de interés

Consideremos ahora que se desean conectar dos redes de dos puertas a las
que se conoce su caracterizacién T. En particular, supongamos para este caso
que se desean conectar en cascada dos cuadripolos cuyas descripciones obedecen
a la red propuesta en esta seccién. La figura 5.15 ilustra esta conexién. Segun
dicha figura es posible establecer que

I (s) I11(s) I22(s) I2(s)
+ +

Vi(s) L) | vir(s) Vaal(s)| | T2(8) Vi(s)

Figura 5.15: Redes de dos puertas conectadas en cascada.

Vi(s)| Vi1(s)

|:I11(s):| =T,(s) [—11111 SJ (5.198)
Vaal(s)| Vs (s)
{12222(8)} =L(s) [122 S)} (5.199)

Pero, a partir de la figura 5.15, también es cierto que

Vi1(s) = Vaz(s) (5.200)
—I11(s) = L22(s) (5.201)

Por lo que es posible re-escribir la expresién como

l:vl(s) VZ(S) :| (5.202)

I (S):| = I] (S)IZ(S) |:—Iz($)

En consecuencia, la caracterizacion T equivalente para una conexion en cas-
cada de dos cuadripolos estara dada por

Teq(s) =T4(s)T(s) (5.203)

El resultado expuesto en (5.203) se cumple en forma incondicional y es un
resultado no conmutativo, es decir, T, (s)T,(s) # T,(s)T;(s).

En este caso en particular, supongamos que se disponen de dos redes como las
presentadas en el problema de esta seccién y cuya caracterizacién T estd definida
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segun los calculos efectuados anteriormente. En consecuencia, una conexién en
cascada de estas dos redes dara lugar a

Teq(s) =T(s)T(s)
14453 450452 + 2935 + 72 (72s% +53s + 18) (1252 + 335 + 8)

100s 100s2
1252+ 335+ 8 7283 +197s2 + 114s + 16
25s 2552

(5.204)

Dado que las redes conectadas en cascada son reciprocas, el resultado ex-
puesto en (5.204) sigue manteniendo la propiedad presentada en (5.197).

5.6. Ejercicios suplementarios

Problema 5.8 (100 pts.). Calcule v.(t), suponiendo que las condiciones ini-
ciales son cero, y que Rf =2 [Q], R =1 [Q], v¢(t) =20 [V],Vt >0y

; ca(s) = |:3 —;45 Zzl:|

; ca(s) R¢ ve(t)

Problema 5.9. En la red de la figura, calcule la matriz de pardmetros de
impedancia de circuito abierto.

2:5

Problema 5.10. Una red de dos puertas tiene la matriz de transmisién dada
por

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



246 REDES DE DOS PUERTAS

307
T_{o,s 1,5}

Proponga una red, sélo con resistores positivos, si existe, que tenga tal
representacion.

Problema 5.11 (100 pts.). Considere la red de la figura, con Z4(s) = 1,
Zp(s)=s+1,Z.(s) =s+4,y Za(s) =s.

Za(s)
—1
Za(s)

1
Zc(s)

5.11.1 Calcule una caracterizacién paramétrica para la red (escoja usted una
que esté bien definida)

5.11.2 Determine cudles de las otras caracterizaciones paramétricas estan bien
definidas .

Problema 5.12. Para la red de la figura calcule el parametro gz

Problema 5.13. En la red de la figura se sabe que
4 -1
Yec(s) = |:1 3 ]
Determine la caracterizacién H para la red completa.

ix

%

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



5.6. Ejercicios suplementarios 247

Problema 5.14. Las redes de los dos problemas precedentes se conectan en
cascada (elija usted el orden de la conexién). Calcule la matriz de transmisién
[T] para el conjunto, si existe.

Problema 5.15. De los cuadripolos que se indican, senale qué caracterizaciones
paramétricas existen para cada uno de ellos

= Un transformado ideal
= Un amplificador operacional ideal

= Un acoplamiento con inductancias finitas Ly, L; y M

Problema 5.16. Calcule la impedancia de entrada Z.(s) de la red de la figura,
cuando Z.(s) — oco. Comente sobre la utilidad de esta red.

L

R sC Zc(s)

=
- 3

Problema 5.17. Se supone que se conocen todas las caracterizaciones para-
métricas de la red de dos puertas R

Zz(s)
—1
—
Z1(s)
R Z3(s)

Determine una caracterizaciéon paramétrica (la que usted estime més conve-
niente) para el cuadripolo que resulta de agregar las impedancias Z;(s), Zz(s)
y Z3(s).
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Apéndice

La transformada de Laplace

A.1. Introduccion

En este apéndice se define y estudian las propiedades de la transformada de
Laplace, aplicable a funciones arbitrarias de tiempo continuo. También hemos
incluido una seccién relativa a descomposiciéon en fracciones parciales de fun-
ciones racionales, debido a su utilidad para obtener la transformada inversa de
diversas funciones. Recomendamos las Referencias [2], [5] y [6].

A.2. Definicién de la transformada
Dada una funcién de tiempo continuo y(t), definida para 0 < t < oo, entonces

su transformada de Laplace Y(s), y su transformada de Laplace inversa estdn
definidas por las ecuaciones:

L} =Y = | eyl (A1)
LY(s) = y(t) = rﬂw etY(s)ds (A.2)
—Y B 27Tj o—joo -

Note que en la definicién de la transformada directa (A.1), el limite inferior
de la integral es 0, es decir, es el limite por la izquierda:

(o) (o]
J B e Sty(t)dt = nHToJ N e Sty(t)dt (A.3)

El par formado por la transformada de Laplace (A.1) y su inversa (A.2) estd bien
definido, es decir, ambas integrales convergen, si existen o0 € R y una constante
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positiva k < oo tales que:
y(t)| < ket ;vVt>0 (A.4)

es decir, es suficiente que y(t) sea de orden exponencial.
La condicién (A.4) define la regién R{s} > o, conocida como regién de con-
vergencia de la transformada (ver Figura A.1). Dentro de ésta, tenemos que:

e*‘.‘ﬁ{s}t

ly(te > =ly(t)] [e*t] < ke = keloRIsHt (A 5)

‘efjfi{s}t

expresién que converge a cero, cuando t tiende a co. Por lo tanto:

lim y(t)e ** =0 (A.6)

t—oo

A A 3ts)

Ris} > o

0 R(s}

Figura A.1: Funcién y(t) de orden exponencial y regién de convergencia de su
transformada de Laplace.

En general, el siguiente lema se refiere al rol de la regién de convergencia de
la transformada.

Lema A.1. Sea h(t) una funcidon temporal y H(s) su transformada de Laplace,
cuya region de convergencia estd dada por todos los valores de s € C, tal que
R{s} > 0. Entonces, para cualquier zo en la region de convergencia, es decir,
R{zo} > o, tenemos que:

Jw h(t)e *tdt = Ifm H(s) (A7)

0— S—Zo

Demostracion
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De la definicion de la transformada de Laplace (A.1) tenemos que, para todo s
en la region de convergencia:

H(s) = Jw h(t)e stdt (A.8)

Porlo tanto, el resultado es directo, dado que zg estd en la region de convergencia
de la transformada, R{s} > o.
ooo

Ejemplo A.1. Considere la funcion:
y(t) = et t>0 (A.9)

La transformada de Laplace de y(t) puede calcularse resolviendo la integral
(A.1) o usando MAPLE, con ayuda del paquete inttrans que define la transfor-
mada de Laplace, su inversa, y otras transformaciones integrales.

MAPLE

> y(t):=exp (2+%t);

> with(inttrans):
Y(s) := laplace(y(t),t,s);

1

Y(s) = p— (A.10)
cuya region de convergencia es R{s} > 2. Ahora, si consideramos la integral:
I(zo) = J:o e *oty(t)dt = J:O e zote?tdt (A.11)
tenemos que claramente para zo = 3:
13) = EO e Stetdt = J:o e tdt=1 (A.12)

que, tal como establece el Lema A.1, coincide con el valor de la transformada
en ese punto: :

lin (o) =¥ = 51 =
Sin embargo, si consideramos un punto fuera de la region de convergencia de la
transformada de Laplace, por ejemplo zo = 1, entonces claramente la integral
en (A.11) diverge, mientras que Y(1) = —1.

1 (A.13)

ooo

En la seccién siguiente, la demostracion rigurosa de varias de las propiedades
de la transformada de Laplace requiere asegurar la convergencia uniforme de
las integrales en (A.1)—(A.2), para poder intercambiar, por ejemplo, el orden
entre limites e integrales. El lector interesado puede consultar fuentes especia-
lizadas (por ejemplo, [5]) donde se establece que, dada la Condicién (A.4), la
transformada de Laplace converge uniformemente en la regién R{s} > o, > 0.
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A.3. Propiedades

La transformada de Laplace posee una serie de propiedades, que resultan muy
utiles en el andlisis de senales y respuesta de sistemas a excitaciones. Ademds,
estas mismas propiedades permiten obtener la transformada de ciertas funciones
en base las transformadas de otras senales mas simples.

A continuacién revisamos las propiedades mdas importantes de la transfor-
mada de Laplace, que se resumen en la Tabla A.1 en la pagina 264. Ademas,
en la Tabla A.2 en la pagina 265, aparecen algunas funciones comunes y sus
respectivas transformadas de Laplace.

Lema A.2. Linealidad

La transformada de Laplace es un operador lineal, es decir, dadas yi(t) e
yz2(t) funciones definidas en [0,00), cuyas transformadas de Laplace son Yi(s)
e Ya(s), respectivamente, entonces:

L{oy1(t) + By2(t)} = a¥i(s) +BY2(s) a,peC (A.14)

Demostracion
Esta propiedad surge directamente de la definicion de la transformada de Laplace

mediante la integral (A.1), y por tanto se deja como ejercicio al lector.
0ogoo

Lema A.3. Escalamiento en t
Sea y(t) una funcién definida en [0,00), cuya transformada de Laplace es Y(s),
Yy Sea o una constante positiva, entonces:

1
Llyladt)} = Y (i) a>0 (A.15)

Demostracion
Es directa de reemplazar en la definicion de la transformada de Laplace (A.1),
donde hacemos el cambio de variables N = ot:

oo (oo}

y(cxt)e*“dt:j yin)e

A 78%@
Liylat) = | -

=— Joo ym)e «dn = %(Y (i) (A.16)
Doo

El siguiente corolario es directa consecuencia del lema anterior, por lo que
su demostracién se deja como ejercicio al lector.

Corolario A.1. Escalamiento en s
Sea y(t) una funcién definida en [0,00), cuya transformada de Laplace es Y(s),
y sea & una constante real positiva, entonces:

E{;g (;)} — Y(as) (A.17)

ooo
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Lema A.4. Derivada en t
Sea y(t) una funcién continua en (0,00), cuya transformada de Laplace es Y(s),
y tal que su derivada es seccionalmente continua, entonces:

dy(t) | _ _
13{ Tt }-sY(s)y(O ) (A.18)

Demostracion
Reemplazando la derivada de y(t) en la definicion de la transformada (A.1), e
integrando por partes tenemos que:

c { dvit) } = JOO QU stge = ety +s JOO y(t)e stdt

dt ~dt

= lim (e"*"y(t)) —y(07) +sL{y(t)} (A.19)

La Ecuacidn (A.6) asegura que el primer término en el lado derecho converge a
cero, con lo que se obtiene el resultado (A.18).
o0oo

MAPLE

> with(inttrans):
laplace(diff(y(t),t),t,s);

La ejecucién de este cédigo entrega como resultado:

s laplace(y(t), t,s) — y(0) (A.20)

El Lema A.4 puede aplicarse repetidamente a la n-ésima derivada de y(t) con
lo que se obtiene el siguiente resultado.

Corolario A.2. Derivadas en t de orden superior

Sean y(t) y sus primeras n—1 derivadas, funciones de orden exponencial (Con-
dicion (A.4)) y continuas en (0,00), y sea Y(s) = L{y(t)} su transformada de
Laplace. Entonces tenemos que:

d"y(t) 1 e d™Ty(t)
=s"Y(s) —s™ 07)—...— —2—= N (A.21
R A CEEAC | men
Demostracion

Como hemos mencionado, resulta de aplicar recursivamente el Lema A.4. Por
ejemplo, al aplicar dicho resultado a la n-ésima derivada tenemos que:

d™yt)\ _ . fd (d™ym\ _ d™ 'yt d™y(t)
E{ atm }_E{dt( dtn—1 )}_Sﬁ{ dtn—1 } atn—1

(A22)

ooao
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Este resultado anterior es clave, pues podemos afirmar que:

La transformada de Laplace permite convertir ecuaciones diferenciales, con
derivadas en el tiempo t, en ecuaciones algebraicas, en que aparecen polino-
mios en la variable s, incluyendo las condiciones iniciales de la funcién y(t)
y de sus derivadas.

En el siguiente ejemplo, hemos ilustrado la aplicacién de los resultados an-
teriores junto al uso apropiado de los comandos en MAPLE.

Ejemplo A.2. Considere la ecuacion diferencial:

2
d-e zde

Podemos definir esta ecuacion en MAPLEy aplicarle transformada de Laplace a
ambos lados, utilizando el resultado A.21:

MAPLE

> with(inttrans):

edo := diff(theta(t),t,t)+2*diff(theta(t),t)=v_a(t):
EDO := laplace(edo,t,s);

La ejecucion de este codigo entrega como resultado:

s?laplace(6(t),t,s) — D(0)(0) — s8(0) + 2 s Laplace(0(t), t,s) —26(0)
= laplace(v_a(t),t,s) (A.24)
Si ahora definimos las condiciones iniciales 8(0~) =0 y 8(07) =0, y la entra-

da como un escalén unitario (funcion de Heaviside) en t = 0, p(t), entonces
tenemos que:

MAPLE

> theta(0):=0 : D(theta) (0):=0 : wv_a(t):=Heaviside(t) :
Theta(s):=solve(EDO, laplace(theta(t),t,s));

1 1 1 1
Ols) = s2 +Zs)va(s) - s(s+2) (s) - s2(s+2) (A.25)

donde podemos ahora descomponer en fracciones parciales (véase la Seccion A.4)
y aplicar transformada de Laplace inversa, con ayuda de la Tabla A.2 en la pdgina 265:
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MAPLE

> Theta(s):=convert(Theta(s),parfrac,s);
theta(t) :=invlaplace(Theta(s),s,t);

1 1 1

O(s) :,£+4(S+2) +5a (A.26)
o(t) = (—l + %e*ﬁ + ;t) u(t) (A.27)

Note que MAPLEno genera el escalon unitario en la solucion, sin embargo, lo
hemos incluido como forma de enfatizar que la solucion es valida sélo para
t>0.

oOoo

Lema A.5. Integral en t
Sea y(t) una funcion seccionalmente continua en el intervalo [0, 00), cuya trans-
formada de Laplace es Y(s), entonces:

L {Jt y(T)dT} = %Y(s) (A.28)

0

Demostracion
Primero definimos la integral de y(t) como otra funcion:

f(t) = Jt y(t)dr (A.29)

Entonces, si usamos el teorema fundamental del Cdlculo [3], y luego aplicamos
la transformada de Laplace usando el Lema A.4, se llega a:

Y9y eo (A.30)
SLIF(E))}—F(07) = Y(s) (A.31)

a partir de lo cual se obtiene (A.28), ya que, de la Definicion (A.29) se deduce
que T(0~) =0.
ooo

Lema A.6. Derivada en s
Sea y(t) una funcion seccionalmente continua definida en [0,00), cuya trans-
formada de Laplace es L{y(t)} = Y(s), entonces:

dY(s)
ds

L{ty()} = (A.32)
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Demostracion
Si reemplazamos ty(t) en la definicion (A.1), podemos reescribir la transforma-
da como:

(oo}

>~ d

L{tyt)} = J ty(t)e stdt = J % (y(t)e ') at (A.33)
donde podemos intercambiar el orden entre derivada e integral para obtener:
d o _ dyY(s)
ty(t)} = —— t)e Stdt | dt = — A.34
cteye) =5 (] uiestar) a4 (A31)
ooag

Al igual que en el caso del Lema A.4 en la pdgina 253, para el caso de funciones
de la forma t™ y(t) es posible aplicar repetidamente el resultado anterior, lo que
da lugar al siguiente corolario.

Corolario A.3. Derivadas en s de orden superior
Sea y(t) una funcion seccionalmente continua definida en [0,00), cuya trans-
formada de Laplace es Y(s), entonces:

L{t"yt)} = (=" (A.35)
Demostracion
Resulta de aplicar repetidamente el Lema A.6, y dejamos los detalles como ejer-
cicio para el lector.

ooag

Ejemplo A.3. Consideremos el caso en que nos interesa obtener la transfor-
mada de Laplace de la funcion y(t) = t2. Segin la definicién (A.1):

L{t*} = Joo tfe stdt (A.36)

Esta integral se puede resolver sin mayores dificultades usando alguna tabla de
antiderivadas [3] o aplicando dos veces integracidn por partes. Sin embargo, si
se aplica el Corolario A.3 tenemos:

d? d? /1 2
=1 -5 L{)="5(-)=5 A.
ey =0 =55 (4) -5 (A3)
ooagd
En base al Corolario A.3 y siguiendo las lineas del ejemplo es ficil demostrar

(por ejemplo, usando el método de induccion) la expresién no recursiva para
LA{t™} que aparece en la Tabla A.2 en la pdgina 265.
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Lema A.7. Desplazamiento en t

Sea y(t —a), en que a > 0, la versidn desplazada de una funcién y(t), seccio-
nalmente continua, cuya transformada de Laplace es Y(s), y u(t—a) la funcion
escalon unitario también desplazada a la derecha. Entonces:

L{y(t—a)u(t—a)) = e *V(s) (A.38)

Demostracion
El resultado se obtiene reemplazando en la definicion (A.1):

(oo} [e.e]

ut—a)y(t—a)e stdt :J' y(t—a)e stdt (A.39)

a—

ﬁmu—amu—anzj

y, haciendo el cambio de variable n =t — a, tenemos que:

(oo} oo

ymes+dn = e*s“J' ymle $dn  (A.40)

zmu—amu—an:j

Y(s)

ooo

Una distinciéon muy importante que se debe tener presente al utilizar el lema
anterior es:

L{y(t—a)u(t—a)} # L{y(t — a)u(t)} (A.41)

Note ademéds que la transformada de Laplace del lado derecho no puede ob-
tenerse a partir de la expresién (A.38), sino que debe recurrirse a la definicién
de la transformada o a otra de sus propiedades.

Ejemplo A.4. Para ver una aplicacion del Lema A.7 consideremos la trans-
formada de Laplace de un pulso p(t).

p(t) = (A42)

1 ;s510<t<a

0 ;sit>a
Esta senal puede reescribirse usando la funcion de Heaviside o escalon unita-
rio w(t), en lugar de definirla por tramos. En base a esa descripcion se puede
calcular la transformada de Laplace de p(t):

MAPLE

> assume(a>0); interface(showassumed=0) ;
p(t):=piecewise(t<0,0,t<a,1,0);
p(t) :=convert (p(t),Heaviside);
P(s):=laplace(p(t),t,s);
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0 t<0
pt)=¢1 t<a (A.43)
0 otherwise
p(t) = Heaviside(t) — Heaviside(t — a) = p(t) — u(t—a) (A.44)
Ps) = L~ leas 17 (A.45)
s s s

oono

A continuacién se presenta otro resultado relacionado con el desplazamiento
temporal de una funcion.

Lema A.8. Funcidon periddica
Consideremos la funcion periddica:

i (t—nT) (A.46)

en que Yyt (t) es igual a una funcién f(t) dentro del intervalo [0, T] e igual a cero
fuera de él, es decir:

yr(t) = (u(t) — p(t—T))f(t) (A.47)

y su transformada de Laplace es Y1(s) = L{yt(t)}. Entonces la transformada
de Laplace de y(t) estd dada por:

1
1 —esT

Liy() = Yr(s) (A.48)
Demostracion
Para calcular la transformada de Laplace de (A.46) podemos utilizar la linealidad

de la transformada y el Lema A.7 sobre desplazamiento temporal:

(oo} (oo}

E{y Z fnTsYT Z —nTs (A49)

la cual se puede reescribir, recordando la suma de una serie geométrica:

1— ( Ifm e_“TS)

n—oo
1 —esT

Y(s) = Yr(s) (A.50)

Para determinar la region de convergencia de la transformada Y(s), recurrimos
a la Condicion (A.4) en la pdgina A.4, donde tenemos que:

k> max [yr(t)]
ly(t)| < ket 51 0<t<T (A.51)
o>0
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La region de convergencia de la transformada es entonces R{s} > 0, y de esta
forma podemos afirmar que en la expresion (A.50):
lim e ™™ =0 (A.52)

n—oo

y por lo tanto, despejando, se obtiene el Resultado (A.48).
oogd

Lema A.9. Desplazamiento en s
Sea y(t) una funcion seccionalmente continua en el intervalo [0, 00), cuya trans-
formada de Laplace es Y(s). Entonces:

L{e*y(t)} =Y(s—a) (A.53)
Demostracion
De la definicion de la transformada (A.1), tenemos que:

£{ety(v)} =J

oo oo

ety(t)e stdt = J y(t)e " Ytdt =Y(s —a) (A.54)

ooao

Lema A.10. Conwvolucion

Sean yi(t) e ya(t) funciones causales, seccionalmente continuas y cuyas trans-
formadas de Laplace son Y1(s) e Ya(s), respectivamente. Entonces la transfor-
mada de la convolucion entre ellas estd dada por:

£y (1) +y2(1)) = i (s)¥a(s) (4.55)
donde: .
Wit ua(t) = |yl —mde (4.56)

Demostracion
Dado que las funciones son causales, es decir, iguales a cero parat < 0, podemos
reescribirlas como:

Y1 (t) = )y () (A.57)
ya(t) = p(t)ya(t) (A.58)
donde los escalones unitarios pueden parecer redundantes, sin embargo, de esta

forma la Convolucion (A.56) puede reescribirse como:

o0

Ui (0) *ya(t) = J Uy (Du(ty2 (t — Du(t — dr (A.59)

—0o0

Si reemplazamos ahora en la definicion de la Transformada (A.1), podemos
intercambiar el orden de las integrales:

E{yﬂt)*yz(t)}zj (J y1(T)u(T)yz(tTJu(tT)dT) e Stdt

- —00

=" e (ro [yt — Dt — 7)) eStdt) dt (A60)

—o0 0—
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donde, aplicando el Lema A.7 de desplazamiento temporal, obtenemos:

Liyi(t) xy2(t)} = J; yr(tu(tle *"Ya(s)dt
:Yz(s)riyﬂ'r)e’”d"r:Yz(s)Y1(s) (A.61)

0ooo

Lema A.11. Producto en el tiempo

Sean yi(t) e yz(t) funciones seccionalmente continuas definidas en [0,00), cu-
yas transformadas de Laplace son Y1(s) e Ya(s), respectivamente. Entonces la
transformada del producto entre yi(t) e yz(t) estd dada por:

Ly (1) = - J YU QYals — Qg (A.62)

B ZTU o—joo

Demostracion

Si reemplazamos el producto yi(t)yz2(t) en la definicion de la Transformada
(A.1), y expresamos una de ellas como la transformada inversa de su transfor-
mada de Laplace, tenemos que:

o0

£l (a0 = |~y (Dya(e*tar

:Joo ( ! JH)OOY](C)e“dC) ya(t)estdt  (A.63)

0— TWJ o—joo

donde, tras intercambiar el orden de las integrales y tras aplicar el Lema A.9 de
desplazamiento en s, se obtiene:

1 o+joo 0o
Ly (Dy2 (D) J Yi(Q) (J eCtm(t)e“dt) a

B Tm o—joo

1 o+joo
| s @

B Tﬁ] o—joo

El lector puede verificar que, si R{s} > o1 y R{s} > 02 son las regiones de
convergencia de yi(t) e ya(t), entonces la region de convergencia de la Trans-
formada (A.62) es R{s} > 01 + 0.

ooag

Finalmente, a continuacién se presentan dos importantes resultados que re-
lacionan los comportamientos asintéticos de la funcién y(t), y su transformada
Y(s). Estos se conocen como el teorema del Valor Inicial y teorema del Valor
Final.
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Teorema A.1. Teorema del Valor Inicial
Sea y(t) una funcion continua en (0,00), cuya transformada de Laplace es Y(s),
y tal que su derivada es seccionalmente continua. Entonces:

tgrg+y(t) = Sll)rgo sY(s) (A.65)
Demostracion
Consideremos primero el caso en que y(t) es continua en t = 0, es decir,

y(07) =y(0") = y(0). Si usamos la Ecuacién (A.18), tenemos que:

J"‘: dgit) e stdt = sY(s) —y(07) = sY(s) —y(0") (A.66)

Sin embargo, usando la Condicién (A.4), la integral del lado izquierdo se puede
acotar:

< dy(t < ldy(t o —(s=ojt %
J y( ) e—stdt S J' U( ) e_Stdt SJ kecte—stdt = kei
— dt 0— dt — —S+ 0 0—
(A.67)

donde es claro que, dentro de la region de convergencia R{s} > o, la integral estd
bien definida, es decir, podemos evaluar en los limites de integracion y establecer
que:

dy(t) efstdt S k §—00

A.
~ dt s—0O 0 (A.68)

SY(s) — y(0*) =j

de donde se obtiene (A.65).
En el caso en que y(t) no es continua en t = 0, podemos definir la funcion:

G(t) = y(t) = (y(0") =y(07)) u(t) (A.69)
la cual st es continua en t =0, pues Y(0~) =y(0~) =y(0").

Ahora, si calculamos la transformada de Laplace de la derivada de §(t) se
llega a:

{95 = svts) 5071 =5 (s - XELHED) o)

s
=sY(s) —y(0") (A.70)

Finalmente, de manera idéntica al caso de la derivada de y(t), se demuestra
que la transformada de la derivada de y(t) cumple con:

dy(t) ] _ [* dyt) o
ﬁ{ dt }J at ¢ dtgs—cr

(A.71)

para algin K, y por lo tanto converge a cero cuando s tiende a infinito, con lo
que se obtiene (A.65).
oono

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



262 La transformada de Laplace

Teorema A.2. Teorema del Valor Final
Sea y(t) una funcion definida en (0,00), cuya transformada de Laplace es Y(s),
y tal que y(oo) estd bien definida. Entonces:

tl;rgoy(t) = Sh_r}r(l) sY(s) (A.72)

Demostracion
Segun el Lema A.4, la transformada de la derivada estd dada por la Ecuacion

(A.18):
e *tdt =sY(s) —y(07) (A.73)

[

Si consideramos ahora el limite cuando s tiende a cero, en el lado derecho de la
igualdad podemos intercambiar el orden con la integral:

lfm J QU sy :J WO (i o5t a
s—0 \ Jo dt 0 dt s—0

- Joo dy(t) dt = (h’m y(t)) —y(07) (A.74)

_ dt t—o0

Mientras que al lado izquierdo:
lin% (sY(s) —y(07)) = <lin% sY(s)) —y(07) (A.75)

Igualando y cancelando los términos y(0~) se obtiene el resultado en (A.72).
ooo

Es importante tener presente que los resultados asintdticos en ambos Teore-
mas A.1 y A.2 son validos sélo si los limites involucrados existen, tanto
en el dominio del tiempo como en el de la variable compleja s. Veamos a con-
tinuaciéon un ejemplo que ilustra una aplicaciéon errénea del teorema del valor
final.

Ejemplo A.5. La transformada de Laplace de cos(wot) estd dada por:

S

L{cos(wot)} = ——
s2 + w3

(A.76)

De acuerdo al teorema del valor final, utilizando la Ecuacidn (A.72), tenemos que:

) s?
tin (7)< (A1)

Sin embargo, es claro que limy_,o, cos(wot) no existe, lo cual deja en evidencia
la incorrecta aplicacion del teorema del valor final.
0ogno
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Otra observacion relevante es que, para el caso de un sistema afectado por
excitaciones externas o condiciones iniciales distintas de cero, es posible que su
respuesta sea discontinua en t = 0. El teorema del valor inicial A.1 permite
calcular el valor de la senal en t = 0" a partir de su transformada de Laplace.
Este valor puede ser distinto a la condicién inicial dada en t = 0~. Veamos a
continuacién un ejemplo que ilustra esta situacién.

Ejemplo A.6. Consideremos un circuito eléctrico, como el de la Figura A.2,
en el que se conecta una fuente de 1[V] en t =0, y donde todas las condiciones
inictales son cero.

R
NN/ N E—
_l’_
()vf(t) C —— | ve(t)
i(t)

Figura A.2: Circuito RC

Usando la ley de voltajes de Kirchoff tenemos que:

] t
ve(t) = vr(t) +vc(t) = Ri(t) + EJ i(t)dT (A.78)
Si derivamos a ambos lados, y notamos que la fuente de voltaje equivale a un
escalon unitario, tenemos que:
di(t) 1

du(t) .
&~ R Tl (A.79)

donde, aplicando transformada de Laplace, con condiciones iniciales iguales a
cero, obtenemos:

1 1 1
s =R|sI(s) —1(07)| + =I(s I(s) = A.80
(5) =Rt -0+ g1t > M=y )
Si ahora aplicamos el teorema del valor inicial:
Ay Iy s 1
HOT) =t slls) = M T TR (480

que evidentemente es diferente a la corriente inicial t = 07, que se supuso igual
a cero.
oogd

Finalmente, las propiedades de la transformada de Laplace se resumen en
la Tabla A.1 en la pagina siguiente, mientras que la Tabla A.2 en la pagina 265
muestra algunas funciones comunes y sus respectivas transformadas.
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f(t) LA{f(t)} =F(s) Descripcién
1 1
Z aiyi(t) Z aiYi(s) Linealidad
i=1 i=1
1 s q
y(at) (a>0) EY (a) Escalamiento
dy(t
% sY(s) —y(07) Derivada en t
diy(t - ae-!
y(t) (k € N) skY(s) — Z skt 7y Derivada en t de or-
dt* dtt-T _ -
=1 t=0 den superior
t 1
J y(t)dt gY(s) Integral definida
dy
ty(t) - diS) Derivada en s
dky
thy(t) (keN) (—1 )kdi](cs) Derivada en s de or-
s den superior
yt—1tu(t—m1) e STY(s) Desplazamiento en
el tiempo t
ety(t) Y(s—a) Desplazamiento en
la variable s
t
J Y1 (t)y2(t—T1)dt Y1(s)Y2(s) Convolucién de fun-

Y1 (t)y2(t)

lim y(t)

t—o0

lim y(t)

t—0+

o+joo
i.j Y1 (O)Ya(s — 0)dC

27T] o—joo

lim sY(s)

s—0

lim sY(s)

§—00

ciones causales

Producto temporal

Teorema del Valor
Final

Teorema del Valor
Inicial

Tabla A.1: Propiedades de la transformada de Laplace.
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f(t) (t>0) LA{f(t)} =F(s) Regién de convergencia
5(t) 1 Vs € C
1
T (=nut) 5 Ris} >0
ut—1) (t>0) e_s R(s} > 0
t lz R{s} >0
s
n!
t" (neN) — R{s} >0
Sn
et (xeC) 1 R{s} > R{a}
s—a
text (aeC) 1 R{s} > R{«}
(s —a)?
s
cos(wet) Tt wl R{s} >0
Wo
sen(wot) T+l R{s} >0
ot s—
e*t cos(wot) it o2 R{s} > R{a}
ot Wo
e*tsen(wet) —(s ot al R{s} > R{a}
2w,s
tsen(wot) m %{S} >0
s2 — w?
tCOS(wot) W %{S} >0
] _ e*ST
w(t) —pt—m1) — Vs € C

Tabla A.2: Transformada de Laplace de algunas funciones simples.
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A.4. Descomposicion en fracciones parciales

La transformada de Laplace y su inversa estdn definidas en las ecuaciones (A.1)y
(A.2), respectivamente. Sin embargo, la Ecuacién (A.2) pocas veces se usa en la
préctica para obtener la transformada de Laplace inversa de una funcién, pues
involucra la soluciéon de una integral en el plano complejo, cuyo estudio va més
alla del alcance de este texto. El lector interesado puede consultar, por ejemplo,
las Referencias [1] y [5].

La transformada de Laplace a invertir, en la mayoria de los casos que nos
interesan, toma la forma:

L n I n—1 I
H(S):<bns +bn1s +...+bo>esT T 0 (A.82)

s"+ap_1s" 4+, .4+ ag

Para encontrar la funcién temporal h(t) que corresponde a esta funcién de s,
descompondremos (A.82) en una suma de términos mds simples. La idea princi-
pal es que esos términos correspondan a transformadas de funciones temporales
conocidas. Antes de proseguir, podemos hacer dos observaciones sobre la expre-
sién (A.82):

= Segun el Lema A.7 en la pagina 257, la exponencial en s corresponde a un
corrimiento en el tiempo.

= Las transformadas conocidas que aparecen en la Tabla A.2, con excep-
cion del delta Dirac 8(t), son estrictamente propias, es decir, el orden del
polinomio denominador es mayor que el del numerador.

Por lo tanto, si reescribimos H(s) en la forma:
H(s) = (Bn + G(s)) e T (A.83)

donde:
bns™ ' +...+by  B(s)

S an_ st 4+...+a0  A(s)

entonces, la transformada de Laplace inversa es:

G(s) = (A.84)

h(t) = 8(t—T) + gt — Tu(t—T) (A.85)

En esta expresion, g(t) = £7'{G(s)}. Asi, hemos reducido el problema de in-
vertir H(s), a uno que exige obtener la transformada de Laplace inversa de una
funcidn racional estrictamente propia, para lo cual usaremos la descomposicién
(o expansién) en fracciones parciales.

Lema A.12. Expansién en Fracciones Parciales
Si factorizamos el polinomio denominador de la funcidn racional (A.84), tene-
mos que:

_ B(s)
Gls) = (s—pi)kr (s —pn)kn (4.86)
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en que {pi € C} son los polos de G(s), cada uno con multiplicidad ki, tal que
ki +...+kn =n es el orden de la funcidn G(s). Entonces, la descomposicion
(o expansion) en fracciones parciales de G(s), estd dada por:

K11 Ky2 Kyx }
G(s) = + 4o 1 4
s) [(s—m) (s—p1)? (s —p1)k
Kni1 Kn2 KNkn }
+ + R
l:(SPN) (s —pn)? (s —pn)kw
N k
T ]<.r
=y (S_z)e (A.87)
r=1¢=1 Pr
donde:
PE— R G(s) (A.88)
T K — ol skt TP o, '
Demostracion:

Involucra teoria de funciones de variable compleja, en particular, el teorema del
residuo, por lo que recomendamos al lector interesado consultar, por ejemplo,
las Referencias [1], [5] y [6].

ooo

En algunos casos, para obtener los coeficientes de la expansién en (A.87),
en lugar de usar la Ecuacién (A.88), puede resultar mds simple hacer la su-
ma al lado derecho e igualar los coeficientes del polinomio numerador obte-
nido con los de B(s) en (A.86). De esta forma, como se ilustra en el Ejem-
plo A.10 en la pagina 274, los coeficientes se obtienen resolviendo un sistema de
ecuaciones lineal en esos coeficientes.

En la expresion (A.87) aparecen funciones racionales muy simples, cuya
transformada de Laplace inversa es facil de obtener, como establecemos a con-
tinuacion.

Lema A.13. La transformada de Laplace inversa de la expresion (A.87) estd
dada por:
k-1

g(t): Knep]t+K12tep]t+"'+K1k]7
(ki —1)!

)'ep‘t} +
tk]\]—1
et |:KN1epNt-‘rKNztepNt-l—"‘-f—KNkNepNt]> u(t)

(kne — 1!
k.

—1
=3 > K (;_ ])!eprtu(t) (A.89)

r=1 (=1

Demostracion
Es directa al considerar el término general de doble sumatoria en (A.87), pues
de la Tabla A.2 en la pdgina 265 se tiene que:

L{t"} = nL = £1{ ! }—tnp(t) ;neN (A.90)

sn st [ Tl
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Por lo tanto, reemplazando n+1 =1L y aplicando el Lema A.9, que se refiere al
corrimiento en la variable s, obtenemos:

K- 1
£ {(s—;)@} =Kt (et— el (A.91)

y, por linealidad, se obtiene el resultado en (A.89).
oog

Ambos lemas consideran el caso general. Los ejemplos a continuacion ilustran
la simplicidad del método de expansién en fracciones parciales para obtener
transformadas de Laplace inversas.

Ejemplo A.7. Polos simples
Nos interesa obtener la transformada de Laplace inversa de la funcion:

2s+1

H = —mm-----ma
(s) $3 +3s2 —4s

(A.92)
Factorizando el polinomio denominador se pueden calcular los polos de la fun-
cion H(s), que se ubican en s = 0,—4,1, todos de multiplicidad 1. Por tanto,
usando (A.87), nos interesa descomponerla en la forma:

2s+1 Kyq K31 K31
H(s) — _Kn A.
(s) s(s+4)(s—1) s Jrs+4+s—1 (4.93)

Note que cuando un polo tiene multiplicidad 1, no es necesario calcular derivadas
en la Ecuacion (A.88), sino que basta simplemente multiplicar G(s) por el factor

(s—p+) y luego reemplazar s = pr. De esta forma calculamos los coeficientes en
(A.93):

2s +1 1
Ky1 = sH(s)[,_o = Gidis—1 o == (A.94)
25+ 1 —7 7
K= (st 4H6l o= oy | = im =y (A%)
s=—4
Ks1 = (s — DH(s)l,_; = Sfjjl) -3 (A.96)
s=1

Con ayuda de la Tabla A.2 se obtiene finalmente:

_1 e 3
h(t)=L"" {S“+ sfiﬁ Sj] } LA Yt >0 (A.97)
0ogo

MAPLE también es muy 1til para obtener tanto la descomposiciéon en frac-
ciones parciales, como la transformada de Laplace inversa de H(s) en el ejemplo
anterior.
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MAPLE

> H(s) :=(2*s+1)/(s"3+3*s"2-4%s) ;

> convert(H(s) ,parfrac);
> invlaplace(H(s),s,t);

A continuacién, ilustraremos la expansién en fracciones parciales de una
funcién con polos repetidos.

Ejemplo A.8. Polos repetidos

Consideremos ahora el caso de la funcion:

_ s2+3
3 +3s243s+1

H(s) (A.98)
Factorizando el denominador, podemos apreciar que posee un unico polo en s =
—1, por tanto nos interesa obtener la expansion (A.87) que en este caso toma

la forma:

2

s* 42 K11 Ki2 K13

H(s) = = A.99
& = a7 T sk T 2 TGP (4.99)

Los coeficientes deben obtenerse usando la Ecuacidn (A.88) en que, a diferencia
del Ejemplo A.7, se deben tomar en cuenta las derivadas antes de evaluar en
s = —1. Comenzamos por el coeficiente del dltimo término en (A.99), que es el
mds simple de obtener:

Kiz = & [(s+1)PH(s)] , =[s>+3]_, =4 (A.100)

El siguiente coeficiente se obtiene derivando una vez, y luego evaluando:
o 1 d 3 _ [ d 2 _ —
Ki2 = T |:dS(S +1) H(S)]] = _a( +3):| » =[2s]_ ;=-2 (A.101)

Mientras que el coeficiente restante se obtiene derivando nuevamente:

Ky = 4 [dz(s + 1)3H(s)— = 1 {d(ZS)} =1 (A.102)
2! | ds? 14 21]ds .
Por tanto, hemos obtenido:
H(s) = 5_1_1 + s +2])2 + (sf1)3 (A.103)
cuya transformada de Laplace inversa es:
ht)=(1-2t+2t*)e " Vt>0 (A.104)
ooo
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La descomposicién en fracciones parciales que aparece en el Lema A.12 en la pagina 266
es aplicable independientemente de la naturaleza de los polos de G(s), reales o
complejos. Podemos notar sin embargo que, en el caso de polos complejos, los
coeficientes obtenidos mediante la Ecuacién (A.88) también son complejos. A
pesar de lo anterior, el siguiente resultado garantiza que las transformadas de
Laplace inversas obtenidas en este caso son funciones del tiempo reales.

Lema A.14. Sea G(s) una funcidn racional estrictamente propia (con coeficien-
tes reales) cuya descomposicion en fracciones parciales estd dada por el Lema
A.12. Entonces:

= Los coeficientes correspondientes a polos complejos aparecen en pares com-
plejos conjugados.

= La transformada de Laplace inversa de G(s) siempre es una funcion real.

Demostracion
El teorema fundamental del Algebm [4] asequra que las raices complejas de un
polinomio con coeficientes reales (el denominador A(s), en este caso) aparecen
siempre en pares complejos conjugados, es decir, sip = x+jf3, B # 0, es un polo
de G(s) con multiplicidad k, entonces p* = ax—jf también lo es, y con la misma
multiplicidad. Por lo tanto, el(los) coeficiente(s) (A.88) correspondiente(s) a p*
estd(n) dado(s) por:
k—1¢

= et [

(k—2)! [dsk¢

1 dx—t y * .
\ M[W(S—P) G(S)Lp =K¢" (A.105)

lo que demuestra la primera parte del Lema.

A partir del Lema A.13 en la pdgina 267, es facil verificar que la transfor-
mada de Laplace inversa de los términos correspondientes a los polos reales de
G(s), siempre es una funcion real. Para el caso de los polos complejos conjuga-
dos, sin embargo, aparecerdn términos de la forma:

k g1 . g1 "
P * P
Z(Kg(e_])le + K (e_”!e )u(t)

=1

k -1 (Xt
Z Kf‘e"_] (ejuswzkn Jrefj(fstum) u(t)

-1
_Z%COS(Bt"‘ZKZ) k(t)  (A.106)
=1

que es una funcion real del tiempo.
0ogno
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Una forma de re-expresar, en el dominio de la variable s, la Ecuacién (A.106)
en el lema anterior, para el caso de multiplicidad 1, estda dada por:

Ko, K 2%Kls + (2%(K'p}) _ bis+bo
s—p  s—p* 2+ (2R{pDs+Ipl? s+ ais+ao

(A.107)

donde todos los coeficientes de la funcién en el extremo derecho de la ecuacion
anterior son reales. Es decir, podemos evitar coeficientes complejos en la expan-
sién (A.87), agrupando cada polo complejo con su conjugado. El caso de polos
complejos multiples puede ser entendido de manera analoga.

A continuacién presentamos un ejemplo, para ilustrar como se puede obtener
la transformada de Laplace inversa a partir de la expresiéon con coeficientes
complejos en el extremo izquierdo de (A.107), o bien, a partir de la que aparece
en el extremo derecho, que posee sélo coeficientes reales.

Ejemplo A.9. Polos complejos
Nos interesa obtener la transformada de Laplace inversa de la funcion racional:
_ bis+ by

T 82 4 28wn s + wn?

H(s)

(A.108)

en que 0 < & < 1 es el factor de amortiguacion, y wn, > 0 es la frecuencia
de oscilacion natural. Los polos de esta funcion son complejos y se ubican en
(véase la Figura A.3):

s=—wné&EjonvV1—§& = —wnet* ;o = arctan (Vlgaz> (A.109)

Solucion 1:
La expansidn en fracciones parciales (A.87) toma la forma:
bis+bg K11 K21

H = - - = - - A.110
(s) (s +wnel®) (s +wpe %) s+ wpel* + s+ wpe ix ( )

en que los coeficientes (A.88) resultan complejos:

. bis+b —brwned*+b
Kip = [(s + wne®) H(s)]s:,wnew = [ ] 2 } = —n 2
S=—wnel*

S+ wne %  —wn2jsen
(A.111)
y el lector puede comprobar que K21 = Kq11%, tal como establece el Lema A.1J en la pdgina anterior.
La descomposicion en fracciones parciales es entonces:

H(s) = Kiq Kyq™
s+ wpel® s+ wpeix

(A.112)
y, por tanto, la transformada de Laplace inversa estd dada por:

h(t) = K11 e—wnei“t + KH* e—wnef"“t

_ |K”|efwncos(oc)t [ej(Aanwn sen(o)t) + ej(féK”ern sen(oc)t)}

= 2Ky e cos(®wnt cos(sen(o)wnt — ZKy7)  (A.113)
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Figura A.3: Polos complejos conjugados, para wy > 0 (Ejemplo A.9).

donde:

—b j b b bo—Db
Ky — 1wn(coscx—.|—]sencx)+ 0:—]+j 0 1Wn COS & (A114)
—wn2jsen x 2 2wy sen o

Yy, por tanto:

2 2
b bo—Db 3 bo—Db 3
K| = 21) 4 (20— 51@ncosx /K = arctan D0 — b1 Wn COS X
2 2wy sen o b1 wq sen

(A.115)

Solucion 2:

Una forma alternativa de obtener la transformada de Laplace inversa de la fun-
cion racional en (A.108) es completando el cuadrado en el denominador:

bis+ bo

H(S) - (S + awn)z + (wn vV1— 5»2)2

(A.116)

donde, comparando con las transformadas en la Tabla A.2, vemos que podemos
interpretar el denominador, como un corrimiento en s de la transformada de
cos(+) o de sen(-). De hecho podemos forzar el numerador a tomar la forma de
dichas transformadas, y separar términos convenientes:
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bi(s+ &wn) n bo —bj&wn
(s +&wn)2s+ (wnV1—E2)2  (s+Ewn)?s+ (wnV1—E2)2
by — bi&wn wnV1—E&2
wnV1—E&2 (s+ &wn)2s + (wn V1 )2

—z2
_ bo —br1&w _
_ Ewnt o _ g2 Y 168%n Ewnt g _ 52
= bﬂj{e cos(wnv1—2§& t)}Jr o V122 L’{e sen(wny1—§& t)}
(A.117)

H(s) =

=L {e*‘iw“t cos(wnv1— E.Zt)}JF

de donde se obtiene la transformada de Laplace inversa:

h(t) = (b1 cos(wn /1 —&E2t) + bo = b1éwn sen(wpy/1— E,Zt)> e EWnty(t)

wnV1—E&2
(A.118)

que el lector puede comprobar que es la misma solucion obtenida en (A.113), si

notamos en la Figura A.3 que cos o = & y que, por tanto, sen x = /1 — &2,
oogd

Con estos ejemplos y un poco de préctica no debiera resultar dificil obte-
ner transformadas de Laplace inversa de funciones racionales. Sin embargo, el
software cientifico disponible hoy en dia permite obtener la expansién en frac-
ciones parciales de una funcién racional e incluso directamente su transformada
de Laplace inversa.

Sugerimos al lector intentar el comando residue de MATLAB, mientras que
a continuaciéon mostramos el uso de MAPLE, para el caso del Ejemplo A.9.

MAPLE

> interface (showassumed=0) ;
assume (omega>0) ;assume (x1>0) ;additionally(xi<1);
assume (b0, real) ;assume(bl,real);

> H(s) :=(bl*s+b0)/(s"2+2*xi*omega*s+omega”2) ;
h(t) :=evalc(invlaplace(H(s),s,t));

bis+ by

H(s) = ——r———
(s) s2 + 28ws + w?

(A.119)
(—br&w + bo) e ¥t sen (—VEZw? + w?t)

h(t) = bre ! cos ( —&2w? + wzt) + Nars e
(A.120)

Hemos usado el comando evalc para simplificar la respuesta que M APLEentrega
para h(t), la que, en ocasiones, parece contener términos complejos. En este

(©2010 P. Valenzuela, M.Salgado



274 La transformada de Laplace

sentido, es importante tener presente que, si bien el uso de software ahorra
calculos engorrosos, es fundamental entender e interpretar correctamente los
resultados obtenidos.

Como ejemplo final, a continuacion ilustramos la descomposicién en fraccio-
nes parciales de H(s), planteando un sistema de ecuaciones, en lugar de usar la
Ecuacién (A.88).

Ejemplo A.10. Nos interesa obtener la transformada de Laplace inversa de:

283 +2s+2

He) = g ae 29 (A-121)

Sus polos se ubican en p1 = 0 (multiplicidad 2) y p2,3 = —1 £j. Por lo tanto,
a partir del Lema A.12, sabemos que:

_ ﬁ K]Z K2 K3 K]] K]z K4S+K5

s T T i Ts11e T s s Tsigas 12

H(s) (A.122)

donde, para evitar calcular los coeficientes complejos Ko y K3 = K3, hemos
agrupado las dos ultimas fracciones parciales en una sola.
De todos los coeficientes, el mds fdacil de obtener es:

(A.123)

283 +2s+2

2

Kiz = [H(s)s?] _, = [sz—i—ZS—i—Z} 0
-

mientras que el cdlculo de los restantes coeficientes, usando (A.88), es un tanto
engorroso. Por esto, podemos igualar la funcion original con la que resulta en
la suma a la derecha de la Ecuacion (A.122):

2s3 42542 ST Kas +Ks

s4+2s3 4252 s s2  s242s+2

_ (K4 Ka)s? + (14 2K +Ko)s? + 24 2K s +2
= s 4283 4+ 252 .

donde, igualando los coeficientes de los numeradores a ambos lados, tenemos el
sistema de ecuaciones:

Ki1+ Ky =2 (A.125)

14+2K1+Ks5 =0 (A.126)

2+2Kq1=2 (A.127)

A partir de este sistema de ecuaciones, se obtiene K11 =0, Ky =2 y Ks =—1,

y ast se llega a la expansion en fracciones parciales:

2342542 1 25 —1
S s L S (A.128)

H =
(s) s 42834252 52 s2 42542
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cuya transformada de Laplace inversa es:

a1 21
h(t) =L {Sz}+‘3 {52+2s+2}
B 1 2(s+1) —3
=L {(s+1)2+1+(s+1)2+1}

= (t +2e tcos(t) —3e " sen(t)) u(t) (A.129)

ooao

Finalmente, hemos incluido la Tabla A.3 en la pédgina siguiente, que contiene
las transformadas de Laplace mas comunes y sus respectivas inversas. Invitamos
al lector, como ejercicio, a verificar la validez de las expresiones que alli aparecen.
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La transformada de Laplace

Y(s) y(t);t>0
1 5(1)
e ™ (t>0) S(t—1)
1
- T (=put)
s
tnfl
Kk kef7\t
s+ A
—TSs
Y (t>0) e Myt —1)
a1s +do —Art —Ast
—_— Cie Mt + Cre 2
(s+M)(s+A2) ‘ ?
en que Cy = 7?“}\?L;\§1° y C2 = 77)‘}\22;;“"
a;s + ap A5\ —A
CEN aje M+ (ag — Aaq)te M
ais+ ap

(s +A)2 + wj

k
s(s+A)
ais + ap

e M {C1 cos(wot) + Cz sen(wot)}

ap—aj A

enque C; =a;y Cy = o0

(1—e )

el

s((s +A)2 + wj)

do [ —At
1—e
A + W}

/N

Cj cos(wot) + C> sen(wot))}

apA—aj ()\2+wé)

enque Ci =qpy Cy = o,

Tabla A.3:

Transformadas de Laplace inversas ttiles.
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Apéndice

Funciones de redes y equivalencia
de parameteros

B.1. Introduccion

En este apéndice resumimos resultados importantes respecto de dos temas
asociado a las redes de dos puertas (o cuadripolos). Esos temas son: funciones
de redes y equivalencia de pardametros.

Una de las ventajas que existen al describir una red de dos puertas en base
a cuatro parametros, es que se pueden calcular ficilmente ciertas funciones de
redes. Estas funciones de redes describen determinadas caracteristicas claves,
cuando el cuadripolo forma parte de un sistema para procesar senales. En ge-
neral, podemos suponer que el cuadripolo esta caracterizado por alguno de los
conjuntos de pardmetros (impedancia de circuito abierto, admitancia de corto-
circuito, hibridos H, hibridos G y pardmetros de cadena). Cuando esta red de
dos puertas esta alimentada por su puerta 1, el subsitema de alimentaciéon puede
ser descrito por su equivalente Thevenin (Vi(s), Z¢(s)); a su vez, nuestro cua-
dripolo puede estar alimentando una carga, la que es descrita por la impedancia
Z:(s).

En un segundo tema, resulta conveniente calcular las formulas que permiten
transitar de una caracterizacion equivalente a otra, en particular cuando necesi-
tamos caracterizar un cuadripolo que resulta de interconectar varios cuadripolos
més sencillos.

B.2. Funciones de redes. Definicion.
Se definen a continuacion las funciones de redes de uso més frecuente. Estas

definiciones estan referidas a la red que se muestra en la figura a continuacion.
Note que la ganancia de corriente tiene un signo menos.
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Funciones de redes y equivalencia de pardmeteros

L (s) I(s)
L —]
Y Zi(s) Vy(s)
Vi(s) Vi(s) 2 Z(s)
Figura B.1: Cuadripolo cargado y alimentado
Funcién de red Definicion Denominacién
V-
Ze(s) 11 ((SS)) Impedancia de entrada
1
2(s) . .
Zs(s) (s) con Vi(s) =0 Impedancia de salida
2
V.
H,(s) VZES Transferencia o ganancia de tensién
1
I5(s) . . .
Hi(s) () Transferencia o ganancia de corriente
1

Tabla B.1: Definicién de las funciones de redes en cuadripolos
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B.2. Funciones de redes. Definicion.

SOpal op seuoIdUN] s 9p eoLIjeweIRd UQTORZIIJIRIR)) 17 ' B[R],

Zv+d | Attty | 7 +7% AT TR Pzl Zy
°7 Loy— uN—Nm I1ZTA— o7liz Amv H

Z0+d | CA+TM | 7649y | AR+ (Av | Pz + .
L o)\ Loy — 126 o\ ITA— 177 ($)*H

Y +3*7D 3770y + Hy A+ LLp %>NN3+A>< 7 4 Lz o5

qa++7a 7 + Ly %\fNN@xTUQ m>x_v:m 7tz + 7y A v z

a-+>zo oA+ Ty 2716+ 9y | PALLA 4+ (Ay 27 + Tz 612

q+°7v ALy + Hy uNnTNNm u>+NND 27z 4+ 7y ﬁ u z
1 H 9 oA \VZ
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(19)

{9hep = dv

{H}ep = Hy

{Lhwep =ty

{2°A110p = Ay

sofodripend op sorjowrried op RIOUS[RAINDY ¢ ( B[R],

{"°zhep = 2y

wh 1Zp Ly Loy — Hyy q L v L IZA—] 72A Zy lez| Lz

716 Llp Tly— oy ﬂ ly— ) ﬂ TIA Ay ﬁ tiz— | ﬂ 9
LB 1z6—| Oy Ty oy o) —la Ay 1ZA] LLA L 17z—] Ttz
16—  ThH ﬁ Ty Ly 1y g ﬂ TLA— L ﬁ iz 7y ﬂ H
-—\ L1 ] 2Lb = y—1 oy a o LA—  Ay— LA 444 [ ] ‘ez
-Nmm oy—| % Lly— Hy— % q Vv |— A— ‘— 7y iz ﬂ 1
[ L 1Z6—] 726 Hy tzy] tiy v -] 4 A 1ZA llz 1Tz Zy >
-N_m oy | ﬂ Tly— L % ly— @ \— LA LLA llz— Tz ﬂ A
[ oy 1zZ6] L6 L ley—| oy a 1lo LA  LZA—| Ay Tz 1Tz s
-N_ml L | % iy Hy % ly v ﬂ IlA— TTA ﬂ Tz Lz z

w I QU> UUN

soqjowreaed ap erousreAinby

e g
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